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Kurz-Zusammenfassung

Diese Arbeit beschiéiftigt sich mit der Beziehung zwischen den Nullstellen eines
komplexen Polynoms und den Nullstellen der Ableitung, den so genannten kri-
tischen Punkten. Der Satz von GauB-Lucas besagt, dass die kritischen Punkte
immer in der konvexen Hiille der Nullstellen liegen. Oft liegen kritische Punkte
in rdumlicher Ndhe von Nullstellen (vgl. [Abbildung 0.1]). Wir betrachten daher
verschiedene Moglichkeiten sie in Paare einzuteilen. Diese berechnen wir zum
einen iiber ein Zuordnungsproblem — oder bipartites Matching — zum ande-
ren iiber Konvex-Kombinationen. Die verschiedenen Methoden, Zuordnungen
zu berechnen, vergleichen wir miteinander. In dem Zusammenhang stellen wir
die Vermutung auf, dass es immer eine Konvex-Kombination gibt, bei der alle
Nullstellen insgesamt in gleichem Mafle eingehen.

Wir analysieren eine Methode, die kritischen Punkte aus den Nullstellen eines
Polynoms zu berechnen. Dies geschieht iiber die Eigenwerte einer Matrix und
ist numerisch schneller und exakter, als sie {iber die Koeffizienten des Poly-
noms zu berechnen.

Desweiteren analysieren wir die typische Lage der Nullstellen zufélliger Poly-
nome. Dabei betrachten wir insbesondere die Anzahl der reellen Nullstellen
und stellen fest, dass viele Nullstellen von Polynomen mit zufillig aus [—1, 1]
oder {1} gewéhlten Koeffizienten nahe am Einheitskreis liegen.
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Abbildung 0.1: Nullstellen und kritische Punkte eines Polynoms 25. Grades.
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1 Einleitung

Polynome gehoren zu den grundlegenden Objekten der Mathematik. Sie bilden
eine besonders einfache Klasse unter den komplexen Funktionen (Funktionen
von C nach C). Sie sind iiberall unendlich oft stetig differenzierbar, also ganze
Funktionen im Sinne der Funktionentheorie. Man kennt die Anzahl der Null-
stellen und weif} einiges iiber deren Lage in Abhéngigkeit von den Koeffizienten
[vgl. Rahman und Schmeisser (2002), Teil II].

Dennoch haben Polynome Tiicken, wenn es um die Beziehung zwischen den
Nullstellen und denen der Ableitung geht. Aus den Ableitungsregeln geht kei-
ne allgemeine ,einfache“ Formel hervor, wie man aus den Nullstellen eines
Polynoms die Nullstellen der Ableitung berechnet.

Fiir Polynome zweiten Grades existiert eine solche Formel jedoch, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1 (n = 2). Ist ein Polynom f(z) = az%+bz+c mit a # 0 gegeben, so
liegen die Nullstellen bei (/o = 52 + \/ 25 — <. Die Ableitung f'(z) = 2az +b

4a? a
hat eine Nullstelle ¢ = ;—; Wie man sieht, liegt £ genau auf halbem Weg
zwischen den beiden Nullstellen (; und (5. Es gilt also £ = %(Cl + Ca).

]
T

Clzg—j—\/ﬁ fzg—f (gzg—é’—l—\/c_l

Abbildung 1.1: Die Lage der Nullstellen von f(z) = az? + bz + ¢ und von
f'(2) =2az+0b. Es gilt d := o

_ b
4a? a’

In [Abbildung 1.1} wird die Lage der Nullstellen und die des kritischen Punktes
eines Polynoms zweiten Grades noch einmal verdeutlicht. Die eingezeichnete
Gerade ist nicht notwendig die reelle Achse.

Fiir die Grade n > 2 ist eine solche Gleichung nicht bekannt. Die Beziehungen
zwischen den Nullstellen eines Polynoms und den Nullstellen der Ableitung in
diesen Féllen sind Thema dieser Arbeit.

Waéhlt man den Grad n grofl genug, so erhélt man oft Paare von Nullstellen
und kritischen Punkten in der komplexen Ebene (vgl. |[Abbildung 0.1)). Wir
stellen mehrere Methoden vor, solche Paare zuzuordnen und vergleichen diese
miteinander.

Einige der benutzten Symbole sind im Symbolverzeichnis auf erklért.




1 FEinleitung

In der unteren rechten Ecke auf jeder Seite befindet sich ein Daumenkino. Zu
sehen ist ein Ausschnitt um eine Nullstelle eines Polynoms 30. Grades. Diese
bewegt sich auf einer Kreisbahn durch die Ebene und trifft dabei auf andere
Nullstellen (als Kreuz markiert). Ebenso dargestellt sind die kritischen Punkte
(als Kuller markiert). In [Abschnitt 4.1] ab [Seite 31| sind Darstellungen dieser
Art mit anderen Polynomen zu finden.

Dieser Arbeit ist eine CD beigefiigt, auf der Programme fiir octavdl] zu fin-
den sind. Fiir diese Arbeit wurde octave in der Version 3.2.4 verwendet. Die
Programme laufen ebenso in matlab.

Thttp://octave.org


http://octave.org

2 Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel sind die theoretischen Grundlagen gegeben, die fiir die fol-
genden Kapitel benutzt werden.

Zu Beginn wiederholen wir grundlegende Definitionen und Aussagen.

Ein Polynom f vom Grad n € Ny, ist eine Abbildung von C nach C die sich
mit Koeffizienten cq, 1, ..., ¢, € C, ¢, # 0 schreiben ldsst als f(z) = > ¢;27
j=0

fiir alle z € C. Der Grad des Polynoms f ist n.

Ein Punkt ¢ € C heifit Nullstelle von f, wenn f(¢) = 0 gilt.

Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat endlich viele Nullstellen. Ist ¢ Nullstelle
von f, so gibt es ein Polynom g vom Grad n — 1, so dass sich f darstellen
lasst als f(z) = (2 — () - g(2) fiir alle z € C. Ist ¢ keine Nullstelle von g so ist
¢ einfache Nullstelle von f, sonst ist ( mehrfache Nullstelle von f. Lésst sich
f schreiben als f(2) = (2 — {)*g(z) und ( ist keine Nullstelle von g, so ist ¢
k-fache Nullstelle von f. Man sagt ¢ ist Nullstelle von f mit Vielfachheit £.

Ist f ein Polynom vom Grad n mit Koeffizienten co, ..., c, € C, ¢, # 0, so ist
die Ableitung f’ von f das Polynom vom Grad n — 1 mit f’(z) = Zn: jejzih
Ein Polynom ist auf ganz C beliebig oft differenzierbar. =

Die Nullstellen der Ableitung f’ von f heiflen kritische Punkte von f.

Diese Bezeichnung wurde in Anlehnung an ,,Analytical Theory of Polynomi-
als“ [Rahman und Schmeisser (2002)] gewéahlt. Dort werden jedoch nur die
einfachen Nullstellen als , critical Points* bezeichnet. Das zweite Kapitel des
genannten Buches ist generell als Zusammenfassung der Theorie iiber kritische
Punkte von Polynomen zu empfehlen.

Wir bezeichnen Nullstellen mit ¢; und kritische Punkte mit ;. Der Vektor
mit den Eintrdgen (; heifit ¢ und der mit den Eintrégen &; heifit £. Hat ein
Polynom nur reelle Nullstellen, so sind diese mit z; und die kritischen Punkte
(dann auch reell) mit y; bezeichnet.

SATZ 2.1 (Fundamentalsatz der Algebra).

Sei f:C— C, f(z) =3 ¢;z’ ein Polynom vom Grad n > 0. Dann besitzt f
j=0
genau n Nullstellen (i, (s, ...,(, € C in der komplexen Ebene.

Das Polynom f lésst sich also als Produkt von Linearfaktoren f(z) = ¢,(z —
C1)(z—=C) ... (2 — () schreiben.
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Diesen Satz hat Gaufl 1799 in seiner Dissertation bewiesen. Zur Umrechnung
zwischen Linearfaktoren und Koeffizienten ist der Satz von Viéta in der ver-
allgemeinerten Form zentral.

SATZ 2.2 (Viéta).
Gilt f(z) =Y ¢;27 = [[ (2 = ¢j), so folgt
i=0

j=1

=1 Y G Gy

1<k1<...<kj<n

Beweis. Ausmultiplizieren und Koeffizienten vergleichen. O]

Aus dem Satz von Viéta folgt das uns erste Hinweise auf das
Verhéltnis zwischen Nullstellen und kritischen Punkten gibt.

LEMMA 2.3 (nach Rahman und Schmeisser [2002], S. 78).
Sei f(z) ein Polynom vom Grad n mit den Nullstellen (i, (s, ..., ¢, und den
kritischen Punkten &, &, ..., &,-1. Dann gilt

1 n 1 n—1
EZ:CJ‘ = n—lz&.
j=1 7j=1

Beweis. Diese Aussage folgt aus dem Satz von Viéta.

Gilt f(z) = i cjz = ¢y, (z” + ni:l C;Zj> =z = G)(z2 = G2) ... (2 = (Ga), 80
j=0 =0

j
folgt ¢,y = ==t == > (.

Analog folgt fiir f/, dass i=tent — _

nen,

&, gilt. Hieraus folgt die Behauptung.
1
O

n

J

Die kritischen Punkte von f haben also den gleichen Schwerpunkt wie die
Nullstellen von f. Dies gilt natiirlich auch fiir die héheren Ableitungen. Diesen
Schwerpunkt werden wir im Folgenden mit S bezeichnen.

Dieses Lemma verallgemeinern wir auf die hoheren Ableitungen.

KOROLLAR 2.4.
Sei f ein Polynom vom Grad n mit den Nullstellen (3, (s, ..., (, und fir k <n

sei f®) die k-te Ableitung mit den Nullstellen 7, ...,7,_;. Dann gilt S =
n—k

n
% Z Cj = ﬁ Z n;-
j=1 j=1



2 Theoretische Grundlagen

2.1 Reellwertige Polynome

In diesem Unterabschnitt werden Sétze genannt, die fiir Polynome mit reellen
Nullstellen gelten.

Der Satz von Rolle verrdt uns in diesem Fall etwas iiber die Lage der kriti-
schen Punkte. Er ist hier nur in einer Spezialform angegeben (nach [Hairer
und Wanner (2011)), S. 259]).

Satz 2.5 (Rolle [1690)).
Zwischen je zwei reellen Nullstellen eines Polynoms liegt (mindestens) ein kri-
tischer Punkt.

Hat ein Polynom nur reelle Nullstellen, so liegt zwischen je zwei benachbarten
Nullstellen immer genau ein kritischer Punkt.

Was mit den kritischen Punkten passiert, wenn man eine Nullstelle bewegt,
verriit der folgende Satz (zitiert nach [Prasolov (2010), S. 13]).

SATZ 2.6 (Anderson [1993]).

Ein Polynom f vom Grad n habe die Nullstellen x; < ... < z,. Wenn eine
Nullstelle z; durch ein x; € (z;, 7;;1) ersetzt wird, dann erhéhen alle kritischen
Punkte von f ihren Wert.

Nach [Rahman und Schmeisser (2002)), S. 189] sei folgender Satz erwéhnt, in
dem es um die Abstdnde zwischen den Nullstellen und den kritischen Punkten
geht.

SATZ 2.7 (Schur [1914]).

Sei f ein Polynom vom Grad n mit ausschlielich reellen Nullstellen. Weiter
sei A, die grofite Nullstelle von f und \,_; die groBite Nullstelle der k-ten
Ableitung f® von f. So gilt

>\n_)\n—1S)\n—1_>\n—2§-'~§)\2_)\1'

Dabei gilt Gleichheit fiir die ersten 7 Ungleichungen, wenn \,, eine j 4+ 2-fache
Nullstelle ist, oder fiir alle Ungleichungen, wenn f sonst nur eine n — 1-fache
Nullstelle ¢ # A, hat.

Auch in diesem Satz nach [Rahman und Schmeisser (2002), S. 190] geht es
um den Abstand zwischen der groBiten Nullstelle und dem grofiten kritischen
Punkt.

SATZ 2.8 (Sz.-Nagy [1918]).
Seien f ein Polynom vom Grad n > 2 mit ausschliellich reellen Nullstellen,
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A, die grofite Nullstelle von f und \,_; der grofite kritische Punkt von f.
Weiterhin sei p,, die kleinste Nullstelle von f. Dann gilt

>\n_,un
n

mit Gleichheit bei f(z) := (2 — )"z — \pn).

>\n - )\n—l S

Auf diese Absténde gehen wir in [Abschnitt 4.2] (ab [Seite 38) ein.

2.2 Polynome mit reellen Koeffizienten

Sind alle Koeffizienten eines Polynoms reell, so sagt der folgende Satz, dass der
Schwerpunkt S auf der reellen Achse liegt.

SATZ 2.9.

Hat ein Polynom nur reelle Koeffizienten, so liegen die (komplexen) Nullstellen
des Polynoms spiegelsymmetrisch zur reellen Achse, das heifit fiir jede Null-
stelle ¢ € C von f ist ¢ ebenfalls Nullstelle von f.

Beweis. f(z) = f(z), denn die Koeffizienten sind reell. Ist ¢ Nullstelle von f,
soist 0=f(()=f()=f (C) und ( ist ebenfalls Nullstelle von f. O

Hieraus lasst sich die folgende Beobachtung ableiten.

KOROLLAR 2.10.
Hat ein Polynom vom Grad n ausschliellich reelle Koeffizienten, und ist r die
Anzahl der reellen Nullstellen (mit Vielfachheiten der Nullstellen), so gilt

r=n (mod 2)

Beweis. Gibt es k Nullstellen mit positivem Imaginérteil, so gibt es, nach eben
genanntem Satz, auch k Nullstellen mit negativen Imaginéarteil. Es bleiben nur
r = n — 2k reelle Nullstellen und n — 2k =n (mod 2). O

Fiir Polynome mit reellen Koeffizienten sei hier der Satz von Jensen genannt.

Dieser wurde von Jensen formuliert und von Walsh erstmals bewiesen (nach
[Marden (1949), S. 16]).

Sind ¢; und ¢, = {; Nullstellen von f, so ist der dazugehorige Jensen-Kreis

J := Bs(c)|(R(G1)).

SATZ 2.11 (Jensen [1913],Walsh [1920]).
Jeder nicht reelle kritische Punkt eines Polynoms f mit reellen Koeffizienten
liegt in mindestens einem der Jensen-Kreise von f(z).

10



2 Theoretische Grundlagen

2.3 Der Satz von GauB-Lucas

In diesem Abschnitt wird der Satz von Gaufl-Lucas vorgestellt. Fiir dessen
Beweis benutzen wir den folgenden Satz. Der Quotient %, der in diesem Satz
vorkommt, wird als logarithmische Ableitung bezeichnet [vgl. Rahman
und Schmeisser (2002), S. 69].

Wem dieser Satz zugerechnet werden kann ist unklar. Cesaro muss ihn schon

1885 gekannt haben. Vermutlich war er aber Gaufl auch schon bekannt.

SATZ 2.12.
Sei f ein Polynom vom Grad n mit den Nullstellen (i, (s,...,(, € C. Dann
gilt fiir alle z € C mit f(z) # 0:

£(2) 1 1 1 O

o) -G -G I

Beweis. O.B.d.A. nehmen wir an, dass fiir den Koeffizienten ¢, = 1 gilt. An-
dernfalls kann man ihn in dem Bruch f7, kiirzen. Fiir die Lage der Nullstellen
ist er ohne Belang.

Beweis mittels Induktion iiber n:

Ist n =1 und f(z) = 2 — (1, dann gilt MO

f(2) 2—=C1°
Sei nun n > 1 und habe f die Nullstellen (,...,(,. Es gelte die Induktions-
-1
(=) (e=C)e=Cun)) _ N~ _1
voraussetzung = = G

(2=¢1)(z=C2)-(z=Cn—1) =
Nach der Produktregel fiir das Ableiten gilt
flie) _ E=G)(E=C)- (2= G)
fz) (=C)(E—=G) (2= G1)(z = )
(=== G0)... (2= G

T EmWE—G) b))
1 1 "o
o tligTlig

]

Bemerkung Aus f(¢) = f'(¢) = 0 folgt mit [Korollar 2.15| (siche unten), dass

¢ mehrfache Nullstelle von f ist. Hat f keine mehrfachen Nullstellen, so gilt
die Gleichung fiir alle kritischen Punkte von f.

Satz 2.12 nutzen wir um den Satz von GauB-Lucas zu beweisen. Dieser enthalt
eine zentrale Aussage iiber das Verhéltnis der kritischen Punkte zu den Null-
stellen. Auch auf den Beweis werden wir mehrfach zuriick kommen.

11
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SATz 2.13 (GauB-Lucas [Lucas (1879)]).
Die kritischen Punkte eines Polynoms liegen in der konvexen Hiille der Null-
stellen des Polynoms.

Beweis. Der Beweis in dieser Form kommt von [Cesaro (1885)].

Seien (i, ..., (, die Nullstellen vom Polynom f und &, ..., &, 1 die kritischen
Punkte.

Ist &, = (, fiir ein m und ein p, so ist dies bereits eine Konvex-Kombination.
Fiir alle j, fiir die &; nicht auch Nullstelle von f ist, gilt mit 2z = |z|? fiir alle
zeC

~ & — G
&) ZCk—fg ;|§] Ck|?
e 0 Z| <k|2 Z| <k|2 Zm AE Zm AL
= £] Z |£j CkP Z |£] Ck|2

n

L 1 . : o Sk
Mit v, = kgl & o 8ilt folglich &; = kgl AL

Diese s sind alle gréfer als 0 und sind in der Summe 1. Somit ist jedes

1
o1& —Cil o
§; eine Konvex-Kombination der (j. O]

Der erste bekannte Beweis kommt von [Lucas (1879)]. Gaul hat die Aussage
wie folgt formuliert.

Lehrsatz. Sind a, b, ¢, ..., m,n die Wurzeln der Gleichung f(x) =0
a b, m’ die Wurzeln der Gleichung f'(x) = 0, wo f'(x) =
d’;(x), und Werden durch die selben Buchstaben die entsprechenden
Punkte in plano bezeichnet, so ist, wenn man sich in a, b, ¢, ..., m,n
gleiche abstossende oder anziehende Massen denkt, die im umge-
kehrten Verhéltnis der Entfernung wirken, in o', b, ¢, ..., m’ Gleich-
gewicht. [GauB (1836), S. 112]

n

Die gegebene Konvex-Kombination §; kz::l e firalle j =1,...,n—2
nennen wir im folgenden Cesaro-Konvex-Kombination.

Die nun folgenden Aussagen schrinken die Lage der kritischen Punkte weiter
ein (alle nach [Rahman und Schmeisser (2002)), 73 £.]).

SaTz 2.14 (Krawtchouk [1926]).
Sei f ein Polynom vom Grad n mit einer einfachen Nullstelle {; und n — 1

weiteren Nullstellen (o, ..., (..
Wir definieren die Punkte w; := %_1)41 firj=2,...,n

12 &
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Ist M eine offene Kreisscheibe oder eine offene Halbebene, die (;, aber keines
der wy,...,w, enthilt, so ist M frei von kritischen Punkten.

Hieraus folgt:

KOROLLAR 2.15.
Ist fiir eine feste Nullstelle ¢; von f die Nullstelle ¢, die (nach euklidischem

Abstand) néchste, so liegt im Kreis By(¢;) mit Radius d := )M‘ kei-

ne Nullstelle der Ableitung von f. Die, nach euklidischem Abstand, néchste
Nullstelle der Ableitung hat also mindestens eine Entfernung von d.

Bemerkung Dies ist eine untere Schranke fiir die Entfernung zwischen einer
Nullstelle und den kritischen Punkten. Eine obere Schranke fiir die Entfernung
zwischen einer Nullstelle ¢; und dem ihr am néchsten gelegenen kritischen
Punkt zu finden gestaltet sich schwieriger. Die Vermutung von Sendov
[Hayman (1967)] (auch unter dem Namen Ilieff-Vermutung bekannt) behaup-
tet: Wenn alle Nullstellen in einem Kreis vom Radius r liegen, dann liegt fiir
jede Nullstelle im Umkreis von r mindestens ein kritischer Punkt.

Firr = max KJ;—C’“l passen alle Nullstellen in einen Kreis vom Radius r. Die

néchste Nullstelle hat dann eine maximale Entfernung von r.

Aus [Satz 2.14] folgt eine starkere Version des Satzes von Gaufl-Lucas:

SATZ 2.16 (Specht [1959]).
Sei f ein Polynom n-ten Grades mit den Nullstellen (3, (s, . . ., (,,, dann enthilt
die konvexe Hiille der n? — n Punkte

wjk::w (jak:L"'an ‘77&]{’.)

alle Nullstellen der Ableitung von f.

Ein Beweis wird in [Rahman und Schmeisser (2002), S. 74] angegeben.

2.4 Weitere Aussagen zu Polynomen

Der folgende Satz gibt eine Beziehung zwischen den Nullstellen bestimmter
Polynome an.

SATZ 2.17 (Althofer [2011c]).

Hat ein Polynom f(z) = Y ¢;27 eine Nullstelle in ¢ # 0 so hat das Poly-
7=0

13
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nom ¢g(z) = Z ¢n—;2’ eine Nullstelle in (7'. Hat f eine Nullstelle ¢ = 0 der
Vielfachheit k so hat g den Grad n — k.

Beweis. Ist ¢ # 0 Nullstelle von f(z) = > ¢;27, so ist ¢ auch Nullstelle von
=0

f(z)z" =3 ¢;2"M. Es gilt
=0

n n

ZCan+j = Zngj =0

j=0 7=0

C—n n n n
e =3 0T =3 (T =
=0 i=0 §=0

¥

Also ist (7! Nullstelle von >~ ¢,,—;27.
=0

Hat f die k-fache Nullstelle ( =0, soist ¢cg =¢; = ... = ¢,_1 = 0 und g hat
den Grad n — k. O

Im Zusammenhang mit diesem Satz ist der folgende Satz interessant. Er wurde
aus [Rahman und Schmeisser (2002)), S. 243;247] iibernommen.

SaTz 2.18 ([Cauchy (1829), 30 f.],[Montel (1931)]).
n—1

Ist f(z) =a™+ > ¢;27, so liegen die Nullstellen (i, .. ., (, im abgeschlossenen
7=0

n—1
Kreis B,.(0) mit r < 1+ max{|c,|, |c1], ..., [cn—1|} und 7 < max{1, > |¢;|}.
=0

Diese Schranken r werden als cauchy bounds bezeichnet. Fiir weitere Schranken
sieche [Rahman und Schmeisser (2002), S. 247].

KOROLLAR 2.19.

Seien |¢,| > 0, |¢;| < 1 fiir alle j = 0,...,n — 1 und ¢ Nullstelle von Y ¢;27,
=0
1+\Cn| ’
enl

so ist |(] <

Beweis. Nach [Satz 2.18|gilt |(| <1+ max{[£],[2],... ==} <1+ ‘C - O

Insbesondere gilt fiir |¢,| = 1, dass || < 2 ist.

KoOROLLAR 2.20.

Seien |co| > 0, |¢;| < 1 fiir alle j =1,...,n und ¢ Nullstelle von Y ¢;27, so ist
=0
|col
> 1+\060|'
14
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Beweis. Betrachtet man Y ¢,_;27 so gilt fiir die Nullstelle (™! nach [Satz 2.18

7=0

¢ < 1+ max{[2], . [e [} < 1+ L Also gilt ¢ > ol =

Insbesondere gilt fiir |co| = 1, dass [(] > 3.

Wir fassen diese beiden Aussagen nun zusammen.

KOROLLAR 2.21 (Althofer [2011c]).

Ist |cn] = |co] = 1, |¢j| < 1fiiralle j =1,...,n—1und ¢ Nullstelle von > ¢;27,
=0

so ist £ < |¢| < 2.

Es sei auch der Satz von Grace-Heawood erwidhnt (nach [Prasolov (2010)),
S. 17]). Man kann ihn als Verallgemeinerung des Satzes von Rolle (Satz 2.5|

Seite 9) im Komplexen verstehen.

SATZ 2.22 (Grace-Heawood, [Grace (1902))]).

Sind ¢; und ¢, Nullstellen eines Polynoms f vom Grad n > 2, so enthélt B,.(c)
mit ¢ = ({1 + ¢1) und 7 = @ cot (Z) mindestens einen kritischen Punkt
von f.

Der folgende Satz bezieht sich ebenfalls auf die Lage der kritischen Punkte in
Abhéngigkeit von der Lage der Nullstellen.

SaTz 2.23 (Curgus und Mascioni [2002]).

Seien f ein Polynom vom Grad n, (; eine Nullstelle von f und (, die Nullstelle,
die (nach euklidischem Abstand) am nédchsten an (; liegt, aber mit (; # (o.
Weiter sei & der kritische Punkt, der am néchsten an (; liegt (wieder nach
euklidischem Abstand), aber ¢; # &. Und es seien k die Vielfachheit von (i,

7:=[G — &f und w =[G — G2|. Dann gilt 7 € {%}7 ﬁ}

n—k

Nach [Rahman und Schmeisser (2002), S. 117] wird hier noch der Zwei-Kreise-
Satz von Walsh angegeben. Er gibt an wo die Nullstellen des Produktes zweier
Polynome liegen koénnen.

SaTz 2.24 (Walsh [1921]).

Seien f; und f; Polynome vom Grad n; und ny deren Nullstellen in den Krei-
sen K1 bzw. K5 liegen. Dann liegen die kritischen Punkte von f; - fy in der
Vereinigung von K; (wenn n; > 1), Ky (wenn ng > 1) und

. anQ + n2K1

Kg!
ni + no

15
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Weitere Sdtze zur Komposition zweier Polynome finden sich zum Beispiel in
[Rahman und Schmeisser (2002), Kapitel 3]. Auf diese wird hier nicht néher
eingegangen.

Sind die kritischen Punkte und eine Nullstelle eines Polynoms gegeben, so
schrianken die folgenden zwei Sétze die Lage der weiteren Nullstellen ein [vgl.
Rahman und Schmeisser (2002)), Abschnitt 4.5, S. 132 ff].

Satz 2.25 (Walsh [1922]).

Sei f ein Polynom vom Grad n mit allen kritischen Punkten in der abgeschlos-
senen Kugel B,(c) und sei f(z*) = 0.

Dann liegen die Nullstellen von f in der Vereinigung von n geschlossenen Ku-
geln B,,(c;) mit den Mittelpunkten ¢; := ¢ — w;(c — 2*) und den Radien
r; =r|l —w;|, wobei w; := exp(27ri7%) fiir j =1,...,n ist.

SATZ 2.26 (Biernacki [1955]).

Sei K eine kompakte konvexe Menge, die alle kritischen Punkte eines Polynoms
f enthalt, zum Beispiel die konvexe Hiille der kritischen Punkte. Weiter sei
f(z) =0.

Dann liegen die Nullstellen von f in der Vereinigung aller geschlossenen Kugeln
Bj,+_q|(e) fiir die v Extremstelle von K ist.

2.5 Die Eigenwertformel

Mit dem folgenden Satz kann man die kritischen Punkte eines Polynoms direkt
aus den Nullstellen des Polynoms bestimmen, ohne vorher das Polynom zu
berechnen. Dies hat insbesondere numerische Vorteile.

SATZ 2.27 ([Vavasis (2008), S. 9 f.], [Vavasis (2011))]).

Sei f ein Polynom mit paarweise verschiedenen Nullstellen (i, (s, ..., (, € C.
Dann sind die Eigenwerte der Matrix M = diag((2, G, ..., G) — 211(G —
C1,(—Ciy -5 G — (1) die kritischen Punkte von f.

Diese Formel zur Berechnung der kritischen Punkte aus den Nullstellen eines
Polynoms bezeichnen wir als Eigenwertformel.

Bemerkung Die Matrix hat dann die folgende Form

(n=1)C2+C1 C1—C3 ¢1—Cn
M — l leCz (n—1)¢3+C1 C1T§n
n : . .
G1—C2 ¢1—Cs e (n=1)Gr+C1
16
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Beweis. Sei & Eigenwert von M dann gibt es einen Kigenvektor x # 0 mit
Mz = £x. Wir definieren d := Z M Aus Mz = &x folgt
7j=1
§xj = Gz —d

= 2§ — Gr1) =—

N d
x; =
TG =€
n—1
= d (CjJrl - Cl)d
j: n(G+1— &)
C3+1 G = (CJH — G +£>
= n = +(n—1
; Gn—€ G — € =
n—1
. R s
1 Cj+1 —¢
—1
=
z; Cj-i—l -
1 )
= 0= = f'(§)=0.
=G-8
Die letzte Folgerung gilt nach [Satz 2.12| (siche [Seite 11)).
Dabei ist zu beachten, dass wegen {x; = (j117; — d und weil f paarweise
verschiedene Nullstellen hat, d # 0 gelten muss. O

Bemerkung Aus Griinden der Stetigkeit kann man annehmen, dass diese
Formel auch fiir Polynome mit mehrfachen Nullstellen gilt. Hat ein Polynom f
die k-fache Nullstelle ¢; = ... = (; so kann man (; durch ¢} = (; +eexp (27”3 )
ersetzen (j = 1,...,k) und mit ¢ — 0 sollten die Eigenwerte der Matrix stetig
gegen die kritischen Punkte von f konvergieren.

Diese Art, die kritischen Punkte zu berechnen, ist in matlab (Version R2011b)
oder octave (Version 3.2.4) in vielen Féllen schneller und exakter als der
naiven Ansatz roots(polyder(poly(Nullstellen))). Dies belegen die fol-
genden Ergebnisse.

Jede Zahl in ist Mittelwert aus 10’000 Instanzen mit zufélligen
Polynomen (zufillige Koeffizienten gleichverteilt aus [0, 1]? 2 [0, 1] x [0,4]). Es
wurden drei Mengen von kritischen Punkten generiert:

1) M, mit roots(polyder (poly(roots(£))))
2) M, mit der Eigenwertformel und
3) M mit roots(polyder(f)).

17
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n b} 6 7 8 9 10 14 18 22 25 30 45
E, 49 70 93 12 14 18 39 18 14 68 108 4492
F 50 71 94 12 14 1.7 27 04 05 0.6 0.08 0.001
—log,, | 11 11 11 10 10 10 10 9 9 9 8 6
ty 18 19 20 21 23 24 31 38 46 52 64 141
te 3 3 4 4 ) 5) 9 13 18 23 32 100

Tabelle 2.1: Die Fehler von Eigenwertformel und naiver Methode.

M ist die Referenzmenge, bei deren Berechnung die wenigsten Fehler auftre-
ten.

In der Zeile F, ist der Abstand zwischen den kritischen Punkten aus M, und
den kritischen Punkten aus M eingetragen. Dazu wurde ein Zuordnungspro-
blem (siehe auf gelost, das fiir F,. jedem kritischen Punkt aus M,
einen kritischen Punkt aus M mit minimaler Summe der Absténde zwischen
den Paaren zuordnet. Fiir F, wurde mit M, und M analog verfahren. ¢, und
t. sind die Zeiten in Sekunden zum Berechnen der kritischen Punkte ohne die
Berechnung von poly(f).

Wir sind davon ausgegangen, dass der grofite Fehler bei der Berechnung der
kritischen Punkte durch die Funktion poly verursacht wird.

Man kann an den Zahlen sehen, dass fiir kleine n die beiden Methoden &hnlich
gut sind. Aber die Eigenwertformel ist deutlich schneller. Fiir groflere n bleibt
die Eigenwertformel nicht nur schneller, sondern der Fehler wird deutlich ge-
ringer.

Diese Daten wurden mit octave erzeugt (weil die Berechnung des Zuordnungs-
problems mit octave wesentlich schneller geht).

In der Eigenwertformel kommt der Nullstelle ¢; eine besondere Rolle zu. Durch
Permutation der Nullstellen bekommt man eine andere Matrix M’. Mathema-
tisch exakt sind die Eigenwerte der Matrizen M und M’ die gleichen, jedoch
kann die Berechnung stabiler sein, je nachdem, welche Nullstelle an der ersten
Stelle steht. Im Rahmen dieser Arbeit wurde nicht untersucht, welche der Null-
stellen an dieser Stelle die stabilsten Ergebnisse liefert. Solche Untersuchungen
konnten Gegenstand weiterer Betrachtungen sein.

Einschrankungen

Es gibt Beispiele, bei denen die Ergebnisse zur Berechnung der kritischen
Punkte einen starken Fehler aufweisen. Ein Beispiel ist das Polynom f(z) =
2200 + 10002'™ + 1. Dieses Polynom hat 170 kritische Punkte im Ursprung.
Berechnet man jedoch die kritischen Punkte iiber die Eigenwerte der Matrix
M, so bekommt man keinen kritischen Punkt in 0; der zur 0 am né#chsten
gelegene kritische Punkt liegt bei -0.11317 + 0.253661i . Auch wenn f keine
mehrfachen Nullstellen hat, erzeugt octave hier Ergebnisse mit einem grofien
Fehler. Dies muss an numerischen Instabilitdten liegen. Diese treten auf, egal
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welche der Nullstellen als (; an erster Stelle steht.
Dieses Polynom hat die Besonderheit, dass in f(z) = (10002™ 4 1) (5552 +
1 1

1) — 552> der Teil mit =2 das Polynom kaum beeinflusst und die Nullstel-

len ungefihr die 29. Einheitswurzeln mal 3/1000 und die 171. Einheitswurzeln
mal "4/0.001 sind.

Meistens jedoch ist die Eigenwertformel deutlich besser. Dies sieht man an[AD-]
bildung 2.1} Im oberen Plot liegen die berechneten kritischen Punkte teils deut-
lich aulerhalb der konvexen Hiille der Nullstellen und dies darf nach
nicht auftreten. Sie sind mit einer grauen Linie verbunden. Man sieht, dass sie
fast auf einem Kreis liegen. Dieser Kreis wird auch in dem Abschnitt fortge-
setzt, wo die kritischen Punkte in der konvexen Hiille der Nullstellen liegen.
Die kritischen Punkte auflerhalb dieses Kreises (unten links) liegen ungefihr
dort, wo sie auch im unteren Bild liegen. Diesen Kreis kann man in dem unte-
ren Plot mit der Eigenwertformel nicht beobachten. Hier liegen alle kritischen
Punkte in der konvexen Hiille der Nullstellen. Fiir beide Abbildungen wurde
dasselbe Polynom gewihlt.

Die empirische Beobachtung zeigt, dass diese Formel oft auch bei doppelten
Nullstellen funktioniert, selbst wenn der Beweis dafiir nicht so gefithrt wer-
den kann. Zum Beispiel berechnet die Eigenwertformel aus den Nullstellen
von f(z) = 2"(x — 1 — 1) die kritischen Punkte 0,0,0,0,0,0 und 0.875(1 + ¢)
korrekt.
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Abbildung 2.1: Oben mit dem naiven Ansatz unten mit der Eigenwertformel be-
rechnet. Oben zusétzlich eine graue Linie durch die kritischen
Punkten auflerhalb der konvexen Hiille der Nullstellen.

20



2 Theoretische Grundlagen

2.5.1 Die Verschiebungs- und Skalierungsinvarianz

Neben den numerischen Vorteilen der Eigenwertformel kann man sie benut-
zen, um die Verschiebungs- und Skalierungsinvarianz zu beweisen, wenn das
Polynom f keine mehrfachen Nullstellen hat.

SATZ 2.28 (Verschiebungsinvarianz).

Seien (1, (o, ..., (, die paarweise verschiedenen Nullstellen eines Polynoms f
und &1, &, ..., &, die Nullstellen der Ableitung f’.

Dann sind die Punkte & +¢,& + ¢, ..., &1 + ¢ fiir jedes ¢ € C die kritischen
Punkte von g(z) = (z =G —¢)-(z—=C—¢) ... (2 = (, — ©).

Beweis. Kommutieren zwei Matritzen A und B, so gibt es eine Matrix S, so
dass SAS™! und SBS™! in Diagonalform sind [Joshi (1995)), S. 117]. Sei B =
¢ Iyoyund A= M =diag((, G, .-, G) —1L,1(G =G, G =Gy G — Q).
Da B ein Vielfaches der Identitét ist, kommutiert diese Matrix mit allen Ma-
trizen. Es gibt also ein S, so dass gilt: S(A + B)S™! = SAS™' + SBS™! =
diag(&y, &e, - .-, &) + diag(e, ¢, . . ., ¢). Die Diagonaleintriage sind die Eigenwer-
te der Matrix A + B und diese Eigenwerte sind die Nullstellen von ¢’ nach
Satz 2.27 O

SaTz 2.29 (Skalierungsinvarianz).

Seien (1, (s, ..., (, die paarweise verschiedenen Nullstellen eines Polynoms f
und &1, &, ..., &,_1 die Nullstellen seiner Ableitung f’.

Dann sind die Punkte ¢, cs, ..., ¢, 1 fir jedes ¢ € C\ {0} die kritischen
Punkte von g(z) = (z —¢(1) - (z — cC2) - ... - (2 — ().

Beweis. Die Matrix M(f) = diag(g% <37 s 7Cn)_%1n—l<<-2_<17 <-3_<17 SR Cn_
(1) hat die Eigenwerte &, &, ..., &,. Also gibt es ein S € C~V*(=1 50 dass

SM(f)Sil = diag(fl, SQ, RN 7£n—1) gllt
Nun gilt aber

SM(g)S™ = S(cM(f)S™ = cSM(f)S™" = cdiag(é1, &, ..., Enlr)-

Und dies war zu zeigen. O
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3 Die Lage der Nullstellen von
Polynomen mit zufalligen
Koeffizienten

In diesem Kapitel wird die Lage von Nullstellen von Polynomen diskutiert,
deren Koeffizienten zufillig gewéhlt sind.

Fiir die Aussagen in diesem Kapitel sei an [Korollar 2.21| und die vorhergehen-
den Korollare (siehe [Seite 15|) erinnert. Da die Betridge der Koeffizienten in
diesem Kapitel kleiner gleich 1 sind, gelten die dort getétigten Aussagen.

3.1 Koeffizienten gleichverteilt aus [—1,1]

Wiéhlt man die Koeffizienten eines Polynoms hohen Grades i.i.d. gleichverteilt
aus dem Intervall [—1, 4+1], so liegen sehr viele der Nullstellen in dem Kreisring
K :={z: 09 < |z| < 1.1}. Es gibt also nur sehr wenige, die innerhalb des
inneren Kreises Byg(0) liegen und nur sehr wenige, die aulerhalb des dueren
Kreises B;1(0) liegen. Dies wird in einem ersten Schritt durch [Abbildung 3.1
verdeutlicht.

Die Radien 0.9 und 1.1 wurden hier zur Verdeutlichung gewahlt. Mit den
Quantilen aus léisst sich feststellen, dass die Breite des Kreisringes
in dem 80% der Nullstellen liegen vom Grad n des Polynoms abhingt. In

Anlehnung an [Satz 2.17| (siehe [Seite 13)) wére es sinnvoller gewesen ein Paar

von zueinander inversen Briichen zu wéhlen, zum Beispiel % und %.

In [Abbildung 3.1} siecht man die Nullstellen eines Polynoms 100. Grades mit
Koeffizienten, die unabhéngig gleichverteilt aus dem Intervall [—1,+1] sind.
Auch eingetragen sind die Rédnder der oben genannten Kreisscheibe K, zwei
Kreise um den Ursprung mit Radien 0.9 und 1.1. Man sieht, dass die meisten
Nullstellen zwischen diesen beiden Kreisen liegen. Es liegen 6 Punkte aulerhalb
des Kreises mit Radius 1.1 und ein Punkt innerhalb des Kreises mit Radius
0.9. Es gibt zwei reelle Nullstellen: eine innerhalb der Kreisscheibe mit Radius
0.9 und eine in K.

Eine ausfiihrlichere Analyse dieser Polynome erlaubt Hier sind die
Ergebnisse von 100’000 Polynomen, deren Koeffizienten zuféllig i.i.d. geméaf3
der Gleichverteilung auf dem Intervall [—1, 1] generiert wurden, zusammenge-
fasst. In den Spalten ist der Grad der Polynome abgetragen. Die ersten drei
Zeilen geben an, wie grofl die Anzahl der Nullstellen in dem angegebenen Ge-
biet in Prozent ist.
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Abbildung 3.1: Die Nullstellen eines Polynoms vom Grad 100 mit zufélligen Ko-
effizienten in [—1, 1] und Kreise um den Ursprung mit Radien 0.9
und 1.1.

n 10 15 20 25 35 20 75 | 100 | 150

I([<00|[30.6 247 201 ]16.7] 122 86| 57| 43| 2.9
(] >1.11 322265220184 (136 96| 64| 48| 3.2
Ic| €1[0.9,1.1] || 37.2 | 48.8 | 57.9 | 64.9 | 74.3 | 81.9 | 87.9 | 90.9 | 93.9

Qo || 058 [ 0.75 | 0.74 | 0.83 | 0.87 | 0.90 | 0.94 | 0.95 | 0.97
Qoo || 1.41 | 1.42 | 1.21 | 1.21 | 1.15 | 1.09 | 1.07 | 1.05 | 1.03
#{S(¢C) =0} || 2.06 | 2.30 | 2.48 | 2.60 | 2.81 | 3.03 | 3.28 | 3.46 | 3.72

Tabelle 3.1: Die Lage der Nullstellen von Polynomen mit zufilligen Koeffizien-
ten aus [—1, 1]. Ergebnisse aus 100’000 unabhéngigen Instanzen. Die
Daten in den ersten drei Zeilen sind Prozentsétze.
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In den Zeilen, die mit Q1 und Qg beschriftet sind, ist der (euklidische) Ab-
stand der Nullstellen vom Ursprung 04-0¢ untersucht worden. Wenn fiir n = 100
der Wert Qg1 = 0.95 ist, heifit dies, dass im Durchschnitt 10% der Nullstellen
ndher am Ursprung lagen als 0.95 Einheiten und es waren im Durchschnitt
90% der Nullstellen weniger als Qg9 = 1.05 Einheiten entfernt. Als Abstand
wurde die euklidische Norm benutzt. Die Bezeichnung ) kommt von Quanti-
len.

Wie man aus den Quantilen und aus der dritten Zeile tibereinstimmend sieht,
sind also fiir n > 50 mehr als 80% der Nullstellen in dem Kreisring {z: 0.9 <
|z] < 1.1}.

Man kann erahnen, dass mit steigendem n die Nullstellen ndher an den Rand
des Einheitskreises riicken. Dabei sind im Durchschnitt ein paar mehr Null-
stellen auflerhalb des Kreises B;1(0) als innerhalb des Kreises By o(0) .

Dazu sei auf den Zusammenhang mit (siehe hingewiesen.

Nach diesem Satz gilt Qo1 ~ Qs -

Die letzte Zeile gibt die durchschnittliche Anzahl an reellen Nullstellen an.
Diese steigt mit wachsendem n, jedoch langsamer als linear. Die wenigen Daten
sprechen fiir #{3({) = 0} ~ c¢¢/n mit p € [5,6].

3.2 Koeffizienten gleichverteilt aus {—1,1}

In diesem Unterabschnitt wird die Lage der Nullstellen von Polynomen un-
tersucht, deren Koeffizienten unabhéngig gleichverteilt aus {—1,+1} gezogen
werden.

-1.5
-1.5 -1 -0.5 1} 0.5 1 1.5

Abbildung 3.2: Die Nullstellen eines Polynoms vom Grad n = 100 mit zufilligen
Koeffizienten aus {—1,1} und Kreise um den Ursprung mit Ra-
dien 0.9 und 1.1.
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In [Abbildung 3.2|sieht man die Nullstellen eines Polynoms vom Grad 100 mit
Koeffizienten, die unabhéngig gleichverteilt aus {—1,+1} sind. Es sind auch
die Kreise um den Ursprung 0 mit Radien 0.9 und 1.1 eingetragen. Wie bei
IAbbildung 3.1| liegen auch hier die meisten der Nullstellen zwischen diesen
beiden Kreisen. Es liegen 4 Punkte auflerhalb des Kreises mit Radius 1.1 und
5 Punkte innerhalb des Kreises mit Radius 0.9. Es gibt 2 reelle Nullstellen:
eine innerhalb der Kreisscheibe mit Radius 0.9 und eine in K.

n]] 10] 15] 20| 25| 35| 50| 75] 100 | 150

[([<00 303240196 163|119 83| 56| 42| 2.8
(| >1.11][32.0]258|21.4 180|132 | 93| 62| 47| 3.1
€| €[0.9,1.1] || 37.8 | 50.1 | 58.9 | 65.7 | 74.8 | 82.3 | 88.2 | 91.1 | 94.1
Qo1 || 0.68 [ 0.78 [ 0.78 | 0.85 | 0.88 [ 0.90 | 0.94 | 0.95 | 0.97

Qoo || 129 1.30 | 1.17 | 1.18 | 1.14 | 1.09 | 1.07 | 1.05 | 1.03
#{S(¢) =0} || 1.73 | 2.09 | 2.15 | 2.38 | 2.57 | 2.72 | 3.00 | 3.15 | 3.41

Tabelle 3.2: Ergebnisse aus 100’000 Instanzen mit Koeffizienten aus {—1,1}.

Auch hier in [Tabelle 3.2 sind die Daten in den ersten drei Zeilen in Pro-
zent angegeben. Diesmal sind die Koeffizienten der 100’000 Koeffizienten i.i.d.
gleichverteilt aus {—1,+1} gewihlt worden.

Insgesamt sehen sich die Werte in den Tabellen [3.1) und [3.2] sehr dhnlich. Die
grofiten Unterschiede sind bei der Anzahl der reellen Nullstellen zu sehen. Die-
se ist hier ungefdhr um 0.3 absolut geringer als im stetigen Fall. Man sieht
sonst, dass sich die Zahlen anndhern je hoher n wird. Bei der Rundung in
den Tabellen sind die Quantile ab n = 50 die gleichen. Die Prozentsétze der
auBerhalb des Kreisringes {z : 0.9 < |z| < 1.1} liegenden Punkte sind jeweils
bei Koeffizienten aus [—1, 1] hoher als bei Koeffizienten aus {—1,+1}. Dem-
entsprechend sind die Quantile auch bei Koeffizienten aus {—1,+1} néiher an
der 1 als die Quantile bei Koeffizienten aus [—1,1].

Die Anzahl der reellen Nullstellen von Polynomen mit
zufidlligen Koeffizienten aus {—1,1}

In diesem Unterabschnitt wird untersucht mit welcher Wahrscheinlichkeit ein
Polynom, dessen Koeffizienten unabhéngig zufillig gleichverteilt aus {—1,1}
gewéhlt werden, k reelle Nullstellen hat. Aus Tabelle (siehe oben) ist be-
kannt, dass die durchschnittliche Anzahl an reellen Nullstellen mit wachsendem
n zunimmt. Hier soll aufgeschliisselt werden mit welcher Wahrscheinlichkeit ein
Polynom vom Grad n genau k reelle Nullstellen hat, wenn die Koeffizienten
aus {—1, 1} kommen.

Datfiir sei auf Korollar (siehe [Seite 10)) verwiesen, das besagt, dass fiir die
Anzahl der reellen Nullstellen £ = n (mod 2) gilt.

Es gibt 2" verschiedene Polynome vom Grad n mit Koeffizienten aus {—1, 1}
(mit n > 0). Wir legen den Koeffizienten vor z" auf 1 fest, da dann jede Null-
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3 Die Lage der Nullstellen von Polynomen mit zufalligen Koeffizienten

stellenmenge eindeutig zu einem Polynom gehort. Es bleiben also 2" Polynome
mit verschiedenen Nullstellenmengen.

Fiir kleine n kann man diese alle durchprobieren und die Anzahl der reellen
Nullstellen betrachten. Die Ergebnisse davon fiir n = 2,...,25 sind in
dargestellt. Die absoluten Werte dazu sind im Anhang in den Tabellen
und (siehe zu finden. Fiir die Zahlen in diesen beiden Tabellen
gibt es in der On-Line Encyclopedia of Integer Sequenced!] keine Eintriige.

nl0 |2 | 4] 6| @|[n]l |8 | 5] 7| @
21350 50 1 3175 25 1.5
41375625 1.3 5| 688 31.3 1.6
6|25 75 1.5 7164.8 | 352 1.7
81227742 3.1 1.6 9158241404 1.8
10 1 19.9 | 73.8 | 6.3 1.6 || 11 | 55.0 | 43.6 | 1.5 1.9
12| 175 | 73.2 | 9.3 1711 131 50.2 479 |19 2.0
14 1 156 | 72.5 [ 12.0 | 0.0 | 1.9 || 15 | 48.3 | 49.1 | 2.6 2.1
16 | 14.1 | 71.4 | 145 0.0 | 2.0 || 17 | 45.0 | 51.6 | 3.4 2.2
181129 | 70.3 | 16.8 | 0.0 | 2.1 || 19 | 435 | 524 | 4.2 | 0.0 | 2.2
201 119]69.0 [ 189 0.1 2.1 || 21 |41.0|541|49]0.0] 2.3
22 1 11.1 1679 (208 |0.2 |22 23|39.7]545|58]0.0]2.3
241104 | 66.7 [ 226 |04 |23 || 25|378]35.7|6.5]00]| 24

Tabelle 3.3: Die relative Haufigkeit reeller Nullstellen fiir n = 2,3,...,25 in Pro-
zent getrennt in gerade und ungerade n.

Ein Eintrag in mit dem Wert 0.0 bedeutet, dass es Polynome mit
dieser Anzahl an reellen Nullstellen gibt, die relative Haufigkeit, auf eine Stelle
nach dem Komma gerundet, aber 0 ist. Ist ein Feld in der Tabelle leer, so
bedeutet dies, dass es kein Polynom mit dieser Anzahl an Nullstellen gibt.

In Tabelle [3.3|sieht man, dass die Spalte 2 ein lokales Maximum bei n = 6 hat.
Mit der Tabelle lésst sich folgern, dass ein lokale Maximum der Spalte 3
zwischen n = 31 und n = 71 liegt. Tatséchlich gibt es ein lokales Maximum
bei n = 45. Fiir n = 43 haben 58.1% der Polynome 3 Nullstellen, fiir n = 45
sind es 58.4% und fiir n = 47 sind es 58.3%. Dies sind die Ergebnisse eines
gesonderten Laufs mit jeweils 1 Mio. zufélligen Polynomen.

Es ist anzunehmen, dass diese lokalen Maxima auch global sind und dass die
folgenden Spalten ebenfalls globale Maxima haben.

Im Vergleich zwischen den geraden und ungeraden Spalten in Tabelle kann
man feststellen, dass, wenn man die Eintrdge in den Spalten 0 und 2 von 2k
betrachtet, der Mittelwert immer niedriger ist als der Eintrag in der Spalte 1
bei 2k + 1. Ebenso ist der Eintrag bei 2k + 1 in der Spalte 3 hoher als der
Mittelwert der Eintrdage in den Spalten 2 und 4 fiir 2k, sofern es in der Spalte
4 einen Eintrag gibt.

Thttp://oeis.org
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3 Die Lage der Nullstellen von Polynomen mit zufalligen Koeffizienten

Wenn man die durchschnittliche Anzahl reeller Nullstellen in der letzten Spalte
betrachtet, so fillt auf, dass diese in n nicht monoton steigt. Fiir n = 3 gibt es
durchschnittlich mehr reelle Nullstellen als fiir n = 4. Diese Zahlen fiir gerade
und ungerade n néhern sich erst fiir n = 23 und n = 24 so an, dass es bei
der Rundung keinen Unterschied mehr gibt. In Tabelle haben mit n = 500
und n = 501 eine gerade Zahl und ihr Nachfolger bei der gegebenen Rundung
die gleichen Werte. Nicht erkennbar ist, ob es ein gerades ny gibt, fiir das es
durchschnittlich mehr reelle Nullstellen gibt als bei ng + 1.

n|0| 2] 4], 6[8|10| @ n| 1] 3| 5] 7]9]11| @
30[9[63[27] 1 2.4 3L[34[57] 9] 0 2.5
50 [6]55[36] 3]0 2.7 5L[27[58[15] 0O 2.8
70549 [41] 5[0 2.9 7T1[22[57[19] 1]0 3.0
100 [4]43]45] 8]0 0[31 101 [19]55|25| 2|0 3.2
150 [3 |37 47121 0[34 151 [14[52|30| 4]0 35
200 [2[33[49[15]1] 036 201 [12[51[32] 5|0 3.6
500 | 121 (4925 4] 0[42 501 7[41[39[12[1] 0]42

Tabelle 3.4: Die relative Hiufigkeit reeller Nullstellen fiir n und n 4+ 1 in Prozent.
Die Daten sind Durchschnittswerte aus 100’000 zufélligen Polynomen
fiir n < 100 und aus 10’000 zufilligen Polynomen fiir n > 101.

In traten Polynome mit 9 bzw 10 reellen Nullstellen ab n = 71
bzw. n = 100 auf, waren jedoch gerundet 0%.

Mit den Zahlen aus ntersuchen wir im nachsten Abschnitt Chancen
bei bestimmten Spielen.

3.3 Zwei-Personen-Spiele mit Polynomen

In [Althofer (2011c)] werden Spiele fir zwei Spieler untersucht, bei denen mit
einem Miinzwurf entschieden wird, welcher Spieler den nichsten Zug machen
kann. Es werden unter anderen ein Spiel namens POLYNOKU und eine Vari-
ante diskutiert.

3.3.1 POLYNOKU

n—1
In POLYNOKU ist ein Polynom f(z) = 2"+ > ¢;2/ vom Grad n gegeben. Der
j=0
Spieler, der an der Reihe ist, kann einen noch nicht fixierten Koeffizienten c;
nach Belieben auf +1, oder —1 fixieren. Ein Spieler versucht dabei die Anzahl
der reellen Nullstellen zu maximieren, der andere versucht diese zu minimieren.

Um die Nullstellen ausrechnen zu kénnen, muss dieses Spiel mit Computerhilfe
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3 Die Lage der Nullstellen von Polynomen mit zufalligen Koeffizienten

gespielt werden.

Althofer gibt die Chancen fiir n = 100 und n = 200 an und bemerkt, dass sie
ungleich verteilt sind. Dies kann man an den Daten in erkennen.
Wir wollen ungeféahr gleiche Chancen fiir beide Spieler erreichen. Daher legen
wir fest, dass n gerade ist, dass der Maximierer bei mehr als 2 reellen Nullstellen
und der Minimierer bei weniger als 4 reellen Nullstellen gewinnt. Ein Blick in
Tabelle 3.4] verrat, dass fiir optimale Chancengleichheit ein n zwischen 70 und
100 gewéhlt werden muss.

Fiir ein moglichst faires Spiel sollte n = 86 gewéhlt werden. Dies ergeben
Daten aus 1 Mio. Testlaufen mit zufilligen Polynomen (Koeffizienten i.i.d.
gleichverteilt aus {£1}). Bei n = 84 haben 50.26% der Polynome maximal 2
reelle Nullstellen, bei n = 86 sind es 49.86% . Fiir n = 86 ist der Abstand zu
einem fairen Spiel mit 50% also geringer.

In einem Test mit 10’000 zufélligen Polynomen 86. Grades hing bei 9.7% der
Ausgang des Spiels von der Wahl des letzten Koeffizienten ab und in 13.8%
von der Wahl der letzten beiden Koeffizienten. Mit 86.2% ist das Spiel also
nach 83 von 85 Ziigen entschieden.

Uber sonstige Aspekte dieses Spiels kénnen noch weitere Untersuchungen an-
gestellt werden, die den Rahmen dieser Arbeit iiberschreiten wiirden.

3.3.2 Eine Variante mit der Entfernung der Nullstellen vom
Ursprung

In der angesprochenen Variante von POLYNOKU haben die Spieler andere
Ziele. Ein Spieler versucht moglichst viele komplexe Nullstellen mit Betrag
grofer 1 zu erreichen, wihrend der andere versucht die Anzahl der Nullstellen
mit Betrag kleiner 1 zu maximieren.

In Anlehnung an die Untersuchungen in [Tabelle 3.2| (siehe [Seite 25|) veréndern
wir dieses Spiel: Der Maximierer gewinnt, wenn mehr Nullstellen auflerhalb des
Kreises um dem Ursprung mit Radius r liegen als innerhalb des Kreises um
den Ursprung mit Radius % Der Minimierer gewinnt, wenn es weniger sind.

Gemaéf [Satz 2.17] (siehe [Seite 13]) sind die Chancen hier gleich. Es sind r und

n so zu wahlen, dass das Spiel nicht zu oft mit einem Remis endet und das
Spiel weder zu lang noch zu kurz dauert.

Intuitiv ist klar und Stichprobentests belegen, dass der Minimierer versuchen
muss, die Koeffizienten vor den kleinen Potenzen alternierend zu wéhlen (die
kleinen Potenzen dominieren den Bereich in der Ndhe des Ursprungs, wihrend
die hohen Potenzen dort kaum eingehen) und der Maximierer kann versuchen,
die Koeffizienten vor den grofien Potenzen alternierend zu wéhlen. Wie inter-
essant das Spiel ist, wenn man Storversuche mit einrechnet, kann Gegenstand
einer weiteren Analyse sein.
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3 Die Lage der Nullstellen von Polynomen mit zufalligen Koeffizienten

3.3.3 Eine Variante mit dem Durchschnitt der reellen
Nulistellen

[Althofer (2012a))] schligt eine Variante von POLYNOKU vor, in der es um
den Durchschnitt der reellen Nullstellen geht. Man wéhlt n ungerade, damit
es mindestens eine reelle Nullstelle gibt (siehe [Korollar 2.10} [Seite 10)). Aus
Symmetriegriinden sollten durchschnittlich genau so viele Nullstellen grofier
0 auftreten wie Nullstellen kleiner 0. Hat f die reellen Nullstellen xq, ...,z

(mehrfache Nullstellen werden entsprechend mehrfach gezéhlt), so versucht der
k
Maximierer M := % > x;, zu maximieren, wihrend der Minimierer versucht M
Jj=1
zu minimieren. Der Maximierer gewinnt also, wenn M > 0 und der Minimierer

gewinnt bei M < 0.
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4 Die Nullstellen und die
kritischen Punkte eines
Polynoms

Nachdem wir uns im letzten Kapitel mit der Lage von Nullstellen zufilliger Po-
lynome beschéftigt haben, soll dieses Kapitel Erkenntnisse zur Lage der kriti-
schen Punkte (d.h. Nullstellen der Ableitung) von Polynomen in Abhéngigkeit
von der Lage der Nullstellen von Polynomen liefern. Dazu werden wir haufig
Polynome betrachten, deren Nullstellen zufillig generiert wurden, statt die Ko-
effizienten zufillig zu erstellen, wie im letzten Kapitel.

Zu dem Verstdndnis vom Verhéltnis zwischen den Nullstellen eines Polynoms
zu den kritischen Punkten sind der Satz von GauB-Lucas (Satz[2.13] siche Seite
12) und Lemma (siehe Seite [§)) zentral.

Der Satz von GauB-Lucas besagt, dass die kritischen Punkte alle in der kon-
vexen Hiille der Nullstellen eines Polynoms liegen. Und sagt aus,
dass die kritischen Punkte und die Nullstellen denselben Schwerpunkt oder
den gleichen Mittelwert haben.

l
ge e
e e
@ @
o®
s o. Nullstellen — rot
® o o ® kritische Punkte — griin
c e, o Schwerpunkt — graublau
. e Nullstellen gleichverteilt in [0, 1]?
i © &° O. Grad 25
e
@] ® ﬁ
e

Abbildung 4.1: Nullstellen mit eingezeichneter konvexer Hiille.

In [Abbildung 4.1]sind die Nullstellen eines Polynoms und die kritischen Punk-
te abgebildet.

Nach dem Satz von GauB-Lucas liegen die griinen kritischen Punkte alle in-
nerhalb der konvexen Hiille der roten Nullstellen. Die beiden Mengen haben
den gleichen Schwerpunkt, welcher ebenfalls eingezeichnet ist.

Bei vielen der Nullstellen sieht es so aus, als haben sie einen griinen Schat-
ten nach ,,innen“ in Richtung Schwerpunkt. Dies kann man sehr gut bei dem
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4 Die Nullstellen und die kritischen Punkte eines Polynoms

Paar in dem mit ,,1“ markierten Kreis beobachten. Hier ist der griine kritische
Punkt recht nah an der Nullstelle, aber innerhalb der konvexen Hiille. Einen
solchen Schatten hat die rote Nullstelle bei der ,2“ nicht. Eine Nullstelle ohne
eigenen Schatten muss es geben, denn es gibt nur 29 kritische Punkte, aber 30
Nullstellen.

Den meisten der Nullstellen kann man einen Schatten zuordnen, der zu dieser
Nullstelle gehort. Dies gelingt jedoch nicht bei allen.

Dieses Auftreten in Paaren lisst sich nicht allein durch die beiden Aussagen
aus Satz und Lemma erklaren.

4.1 Einfluss der Nullstellen auf die kritischen
Punkte

Teile dieser Arbeit sind animierte gif-Dateien, die sich im Ordner ,Bilder*
auf der beigefiigten CD finden. Mit ihnen kann man die Wirkung von Bewe-
gungen einer Nullstelle auf die kritischen Punkte beobachten. Man kann die
Bewegungen auch in ausgedruckter Form auf den folgenden Abbildungen gut
erkennen.

In den Abbildungen bis und auch in den gif-Dateien wurden die Null-
stellen als (0.5 + 0.57) + (0.4 + 0.1 % X)) - exp(2im * Y) gewihlt. Dabei sind X
und Y unabhingige ZufallsgroBen gemifl der Gleichverteilung auf [0, 1]. Dann
wurde mit der zusétzlichen Nullstelle ¢} = (0.5 + 0.5i) + 0.45 - exp(2ink;) fiir
ein linear steigendes k; mit k1 = 0 und k; < 1 jeweils ein Bild erstellt und die
Bilder wurden dann iibereinander gelegt.

Als Beispiele dienen die Abbildungen auf den folgenden Seiten. Hier kann man
sehen, wie sich die kritischen Punkte und auch die Nullstellen der zweiten
Ableitung mitbewegen, wenn man eine Nullstelle bewegt.

Zudem lasst sich beobachten, dass es neben der Spur der Nullstelle oft eine
Spur eines kritischen Punktes gibt. Diese ist aber stellenweise verschlungen.
In solchen Fillen ist die Einordnung in Paare von Nullstelle und kritischem
Punkt schwieriger.

In [Abbildung 4.3] auf 1 Uhr kann man sehen, wie sich die kritischen Punkte
abwechseln. Im unteren Teil ist jedoch nicht zu erkennen, ob die kritischen
Punkte sich abwechseln oder ob sie sich aneinander vorbei bewegen. Auf 6
Uhr ist ein Abschnitt, bei dem die Spur des kritischen Punktes auflerhalb des
Kreises der Nullstelle ist.

In Abbildung unten auf 5 Uhr gibt es eine Stelle, bei der der kritische
Punkt einen grofleren Abstand zur Nullstelle hat als als sonst. An dieser Stelle
ist der ,freie* kritische Punkt im Inneren des Kreises am néchsten. Daraus
kann man eine Anziehungskraft zwischen den kritischen Punkten untereinan-
der vermuten.
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' R

I

Nullstellen — rot, kritische Punkte — griin, Grad 35

Abbildung 4.2: Die Spur einer Nullstelle, die sich einmal im Kreis bewegt.
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4 Die Nullstellen und die kritischen Punkte eines Polynoms

Abbildung 4.3: Ein weiteres Beispiel mit einer bewegten Nullstelle.

33



4 Die Nullstellen und die kritischen Punkte eines Polynoms

Nullstellen — rot, kritische Punkte — griin, Nullstellen 2. Ableitung — orange, Schwer-
punkt — graublau, Grad 35

Abbildung 4.4: Zwei Beispiele mit einer bewegten Nullstelle und den Nullstellen
der zweiten Ableitung.
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Abbildung 4.5: Wie vorhergehend. Ein weiteres Beispiel mit Nullstellen der zwei-
ten Ableitung.
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4 Die Nullstellen und die kritischen Punkte eines Polynoms

Nullstellen aus kritischen Punkten berechnen

Wir hatten auch die Idee einen kritischen Punkt zu bewegen und dann zu
schauen, wie sich die Nullstellen mit bewegen. Dies war aus numerischen
Griinden im Rahmen dieser Arbeit nicht moglich. Die Griinde dafiir werden in
diesem Unterabschnitt erldutert.

Gibt man zufillige Nullstellen §; vor und berechnet aus dem dazugehérigen
Polynom die Nullstellen (;, des Integrals (z.B. mit ¢ = 0), so sind die aus den
Cr berechneten kritischen Punkte des Integrals ganz andere als die £;, obwohl

es die gleichen Punkte sein miissten. Die geméf} [Algorithm 1| berechneten &

Algorithm 1

1.) Erzeuge ; zufillig.

2.) Berechne f=poly(¢;).

3.) Berechne F=polyint (f) .
)

4.) Berechne die kritischen Punkte &’ von F mit der Eigenwertformel.

sind aufgrund numerischer Fehler nicht gleich den &;.

Daher kann man nicht ohne Weiteres bewegte Bilder erstellen, bei denen
ein kritischer Punkt bewegt wird und sichtbar wird, wie sich die Nullstel-
len des Polynoms davon beeinflussen lassen. Ist £ gegeben und berechnet man
g=polyder (polyint (f)), so sind sich f und g sehr dhnlich, die Nullstellen
unterscheiden sich jedoch stark.

In [Abbildung 4.6| sieht man ein Beispiel fiir eine solche fehlerhafte Berech-
nung. Der grofite Fehler geschieht hierbei wahrscheinlich bei dem Berechnen
des Polynoms aus den Nullstellen mit der Funktion poly.

Dies ist derselbe Fehler, aufgrund dessen wir die kritischen Punkte iiber die
Eigenwerte berechnen (siche [Abschnitt 2.5 auf [Seite 16). In [Abbildung 2.1|
auf sieht man die gleiche Kreisstruktur der Nullstellen. Auch dort
wurde mit der poly-Funktion gerechnet. Diese Funktion, mit der man aus
einem Vektor mit den Nullstellen das Polynom berechnen kann, ist offenbar
numerisch nicht sehr stabil. Um Bilder zu erstellen, bei denen ein kritischer
Punkt bewegt wird und sichtbar ist, wie sich die Nullstellen bewegen, briauchte
man also eine Umkehrung der Methode mit den Eigenwerten.
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LR o

Nullstellen — Kreuze, kritische Punkte der Stammfunktion- Kreise, Nullstellen gleich-
verteilt auf [0,1]2, Grad 30

Abbildung 4.6: Kreuze und Kreise miissten eigentlich iibereinander liegen. Einge-
zeichnete Linien verdeutlichen die kreisférmige Struktur der feh-
lerhaften Berechnung.
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4.2 Reelle Nulistellen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit Polynomen, deren Nullstellen alle reell
sind.

Hat ein Polynom f nur reelle Nullstellen, so liegen nach (siehe [Seite 9))
die kritischen Punkte alle zwischen je zwei Nullstellen von f. Seien x; < xy <
oo <zxj<zjp <...<uz,fiireinje{1,...,n—1} die Nullstellen von f und
y1 <yp < ... <y; <... <y, die kritischen Punkte, so liegt y; auf der Stecke
zwischen z; und x ;4.

In Anlehnung an die Notation, die schon in [Satz 2.23| (auf [Seite 15)) fiir den
komplexen Fall gewahlt wurde, sei 7; := |z; — y;| und w; := |z; — ;14|
ko1

n sin T
n? sin

Nach dem genannten Satz gilt (auch im Reellen) 7; € w; fiir alle j.

Dabei ist k die Vielfachheit der Nullstelle z;.

Untersucht werden soll nun, in welchem Abschnitt dieser Strecke y; liegt. Wir
vermuten, dass folgende Aussage gilt.

Vermutung 1. Sei f ein Polynom n-ten Grades mit den reellen Nullstellen
1 <z < ... <z, und den ebenfalls reellen kritischen Punkten y; < yo <

---Syn—l-

Fir jedes y =1,...,n — 1 gilt dann 7; € w; - [ﬁ,]ﬂ?]

Bemerkung Nach [Satz 2.6 (siehe [Seite 9)) ist y; umso groBer, je groBer die
zy sind. Aus Symmetriegriinden ist y; umso kleiner, je kleiner die zj, sind.

Die Intervallgrenze 7; = w;-—= wird alsonur fiir j = n—lund xy =2, = ... =

T+
x; angenommen. Analog wird die Intervallgrenze y; = x; + ﬁ(zﬁl — ;)
nur fir j =1 und 2y = x3 = ... = x,, angenommen.
Will man die Grenzen so gut wie moglich annéhern, so sollte fiir die rechte
Grenze 71 = 29 = ... = xj; und ¥4 = Tj42 = ... = T, = M mit einem
moglichst groflen M gewdhlt werden. Fiir die linke Grenze wahlt man analog
r) =Ty =...2_1 = —M und x4 = xj12 = ... = 7, mit einem moglichst

groflen M.
Es werden nun Anhaltspunkte fiir diese Vermutung angefiihrt.

Nach Korollar (siehe Seite ist bekannt, dass 7; fiir alle j im Intervall
wj - [%H, 5] liegt. Dieses Intervall ist immer Obermenge des Intervalls aus
Die Vermutung ist also stéarker als die in Korollar [2.15| getroffene

Aussage.

Zu der Vermutung passt die Aussage aus [Satz 2.7| (siehe [Seite 9)), dass fur
hohere Ableitungen der Abstand zwischen grofiter Nullstelle und gréfftem kri-
tischen Punkt immer grofler wird. Mit den hoheren Ableitungen sinkt der Grad

und damit wird auch der minimale Abstand aus [Vermutung 1| groier.
Satz 2.8 (siehe [Seite 9|) ergéinzt die Vermutung, da hier auch Bezug auf die
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Entfernung zur am weitesten entfernten Nullstelle genommen wird. Dies wirkt
sich jedoch nur auf 7 oder 7,,_; aus.

Beispiel 2. Fiir f(z) = 2" '(x — x,) mit z, > 0 ist f'(z) = nz"' — (n —
1)az" 2z, = n-2"?(z — =1z,). Bei dem einzigen interessanten kritischen

Punkt vy, gilt also y,_1 = "T_lxn

1

n

n—1

Analoges gilt fir f(z) = (z — z1)2™ " mit z; <0, dass y; = =z ist.

Dies zeigt, dass die in Vermutung [I| gewédhlten Intervallgrenzen geschlossen
sein miissen und das Intervall nicht kleiner gewéahlt werden kann.

Beispiel 3 (Althofer [2012b]). Habe f den Grad 3 mit den reellen Nullstellen
21 < 19 < x3. Weiterhin habe f’ die reellen Nullstellen y; < ys.

0.B.d.A. wéhlen wir 1 = 0, 2o = 1 und wir interessieren uns fiir die Lage des
kritischen Punkts y;. Es gilt 3 > 1 und w; = 1.

flx) =2z —1)(x —23) = 2% — 2*(23 + 1) + 223

= f'(z) =3 (2® — 2a(x3 + 1) + 373)

= f(3)=3( -3 +1)+%)=—2+% = f(3)=0firazz =1

fG-e)=3G+e—e—1+%E -8 28 4 1gg) = -1 +e(3e — 1+ 223)
Abhéngig von x3 kommt die Nullstelle y; also beliebig nah an % heran.

Der kritische Punkt y; liegt also im Intervall [%, %) Fiir Polynome dritten
Grades mit ausschlieflich reellen Nullstellen folgt mit der Skalierungsinvarianz,
dass 7; im Intervall w; - [3, 3) liegt.

Aus Griinden der Symmetrie liegt 7, im Intervall w, - (3, Z].

Beispiel 4. Nun betrachten wir ein Polynom f vom Grad n = 4 mit reellen
Nullstellen 1 < x9 < x3 < 4 und reellen kritischen Punkten y; < 1o < ys.

Esseixy =0,29 =1, 1 <23 <x4. Dann ist

f(x) = (2 —2) (2 — 23) (2 — 24) = (2° — 2%(23 + 1) + 223) (T — 24)
= ot — 2¥ (w3 + 24 + 1) + 2% (23 + 2374 + 74) — T 7374
= f'(z) = 42 — 32 (x5 + 24 + 1) + 20(x3 + 74 + T374) — T374
f/(i) = % — %(wg + x4 + 1) —+ %(%3 + x4 + $3134) — I3T4

== —% + %(373 -+ ZE4) — %$3x4

Fiir 23 = 24 = 1 ist also f(3) = 0.

fG—e)=-1+3c43 -4 + (x5 + 2a) (3 — 36> +€) — 2ex304
%—}l+%(13+x4)—25x3x4 fir0<e<1lund 0 < 23,14

1

Auch hier gilt also y; < 3,

T3, 4.

aber y; — % kann beliebig klein werden fiir grofie

Mit dem folgenden octave-Code kann man zu gewissen x1 und x4 die entspre-
chende Nullstelle zwischen 0 und 1 angeben lassen. Diese steigt nach
stetig mit jeder Variable. Demzufolge sollte mit x1=0 und x4=1e+20 das Ma-
ximum gut angendhert sein. Die Ausgabe ist 0.66667. Und fiir x4=1 und
x1=-1e+20 ist die Ausgabe 0.33333.

39



4 Die Nullstellen und die kritischen Punkte eines Polynoms

x=[0 1 x1 x4];
=roots (polyder (poly(x)));
disp (y (find (y>0 & y<1)));

Analoge numerische Berechnungen fiir groBere n unterstiitzen die in
tung 1] getétigte Annahme.

Wir berechnen diese Stelle mit 1 < 0 = x5 < 1 = x3 = x4 nun noch einmal
exakt. Es gilt

flz)=a* =23z + a4+ 1) + 2% (2) + 21204 + 24) — T 2124
= fl(x) =42 — 32% () + 24 + 1) + 22(2) + 24 + 2124) — 2124
F3)=5—3@1+2)+ 2201 +1) — 21 = 5.

Auch hier werden also die Grenzen aus Vermutung [I] nie angenommen, kénnen
aber beliebig angendhert werden.

Die numerischen Berechnungen zu dieser Vermutung wurden mit dem Pro-
gramm Intervalle.m durchgefiihrt. Die Ergebnisse finden sich in[Tabelle A.3]
Fiir n < 20 und mit M = 10° entsprechen die Daten der Vermutung bis auf
die fiinfte Nachkommastelle.

4.2.1 Verallgemeinerung im Komplexen

Im Reellen liegt nach dem Satz von Rolle (Satz 2.5([Seite 9) zwischen je zwei
Nullstellen ein kritischer Punkt. Nun stellt sich die Frage, wie sich dieser Satz
im Komplexen verallgemeinern lésst.

Am einfachsten wére es, wenn zu jeder Nullstelle ein kritischer Punkt naher
liegen wiirde als die néchste Nullstelle. Dies ist jedoch zum Beispiel bei 27 — 1
nicht der Fall. Die Nullstellen sind die siebten Einheitswurzeln und haben
einen minimalen Abstand von rund 0.868, wihrend die Einheitswurzeln vm
kritischen Punkt O den Abstand 1 haben.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, einen minimalen Spannbaum (MST) zu
nutzen. Dazu betrachtet man die Nullstellen als Knoten in einem vollstédndigen
Graphen. Die Kanten zwischen den Knoten haben als Gewicht den euklidischen
Abstand zwischen den zwei Nullstellen. Auf diesem Graphen berechnet man
einen MST. Die Kanten des MST stellt man als Kreise dar, auf deren Rand
die Knoten liegen und die als Durchmesser den Abstand dieser beiden Knoten
haben. Um dies zu veranschaulichen ist in [Abbildung 4.7 ein solcher MST
dargestellt.

Bei f(z) = 27 — 1 enthélt der MST keinen kritischen Punkt.

In diesem Zusammenhang sei auch noch einmal auf die Sendov-Vermutung
hingewiesen. (Siehe auch die Bemerkung nach [Korollar 2.15|auf|Seite 13]) Diese
soll hier noch mal in einer anderen Formulierung wiedergegeben werden.
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4 Die Nullstellen und die kritischen Punkte eines Polynoms

1

Nullstellen — rot, kritische Punkte — griin,
Nullstellen gleichverteilt in [0,1)%, Grad 8

Abbildung 4.7: Nullstellen mit MST.

Sendov-Vermutung [Hayman (1967)] Liegen alle Nullstellen (3, ..., (, ei-
nes Polynoms im abgeschlossenen Einheitskreis By (0), so enthélt jeder abge-
schlossene Kreis B;((;) mindestens einen kritischen Punkt.

Oder verallgemeinert: Liegen alle Nullstellen (i, ..., (, eines Polynoms in ei-
nem abgeschlossenen Kreis mit Radius r, so enthélt jeder abgeschlossene Kreis
B, (¢;) einen kritischen Punkt.

Diese Vermutung wurde 1964 von Ilieff an Hayman herangetragen, der sie
veroffentlichte. Darauthin hief§ diese Vermutung lange Ilieff-Vermutung [Sheil-
Small (2002), S. 209].

Noch offen ist auch, ob es eine Analogie zur [Vermutung 1| (Seite 38|) im Kom-
plexen gibt. Die untere Schranke aus trifft auch im Komplexen
zu. Ob man diese in Abhéngigkeit von der Lage der anderen Nullstellen noch
verbessern kann, ist noch ungeklért.

Im Zusammenhang mit [Vermutung 1f im Komplexen ist an [Satz 2.23| (siehe

Seite 15)) zu erinnern. Betrachten wir die Nullstelle (; eines Polynoms f mit
Abstand w zur néchsten Nullstelle. Dann ist der Abstand zum néchsten kri-

tischen Punkt von (; aus ein 7 € %w, #] Sind £ = 1 und n grof}, so
n—k
verhilt sich L ungefihr wie ”T_l Die obere Schranke steigt also linear mit
n—k

steigendem n.

Auch [Satz 2.22| (siehe [Seite 15))trifft eine Aussage zu diesen Fragen. Er besagt,

dass fiir zwei Nullstellen ¢; und (5 eines Polynoms f vom Grad n mindestens

ein kritischer Punkt in B, (#) mit r = @ cot (Z) liegt.

Beispiel 5. Sei f(z) = 2™ —1, so sind die Nullstellen die n-ten Einheitswurzeln.
Sei ¢; = 1 und {, = exp (). Diese Nullstellen haben den Abstand |(; — (| =

2 sin (;—r) und deren Mittelpunkt hat den Betrag ’%| =1 —sin® o= cos? o
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4 Die Nullstellen und die kritischen Punkte eines Polynoms

s
w cot —

Es muss also gelten cos? T < oo |¢ — (| = sinZcot X = cosZ fiir alle
n 2 n n n

n > 1. Dies ist klar, da cos - < 1 fiir alle n > 1 gilt.

Die Mittelpunkte der Kreise in den Sétzen und unterscheiden sich,
man kann also die Radien nicht direkt miteinander vergleichen. Die Kreise sind
zum Einen B__«_ ((;) und zum Anderen B oz (£52).

sin 2T —z "
Eine weitere Moglichkeit die Lage der kritischen Punkte in Abhéngigkeit von
der Lage der Nullstellen einzuschréanken, ist die folgende Vermutung. Sie ist an
den Satz von GauB-Lucas (Satz 2.13| auf [Seite 12)) angelehnt.

Vermutung 2 ([Rehr (2012)]). Man kann fiir jedes Polynom ein Polygon
finden, dessen Ecken die Nullstellen des Polynoms sind, dessen Kanten sich
nicht schneiden und das alle kritischen Punkte des Polynoms enthélt.

Eine Veranschaulichung dieser Vermutung ist in [Abbildung 4.8| gegeben. Das
eingezeichnete Polygon enthélt alle kritischen Punkte. Das Polygon liegt in der
konvexen Hiille der Nullstellen. Mit lasst es sich noch verkleinern,
so dass es keine der einfachen Nullstellen enthélt.

Sind mindestens 3 Nullstellen kollinear, so kann natiirlich der Sonderfall ein-
treten, dass eine Nullstelle auf dem Rand des Polygons liegt, aber keine Ecke
ist.

Nullstellen — rot, kritische Punkte — griin,
Nullstellen gleichverteilt in [0,1]?, Grad 12

Abbildung 4.8: Ein Polygon, welches die kritischen Punkte enthilt und dessen
FEcken die Nullstellen sind.
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5 Cesaro-Mengen

Fiir die Abbildung

n

Ck ) B = 1
B e S A Dl

haben wir im Beweis zu [Satz 2.13| (siehe [Seite 12)) gezeigt, dass die kritischen

Punkte &; eines Polynoms mit den Nullstellen (;, die einzigen Fixpunkte von
h sind. Dieses Kapitel beschéftigt sich mit den Grenzwerten der Fixpunktite-
ration dieser Funktion. Dafiir seien bei allen in diesem Kapitel betrachteten
Polynomen mehrfache Nullstellen ausgeschlossen.

h: C\{C,....C.} > C, h(z) =

Jedes h(z) ist in der konvexen Hiille der (i, ..., (,. Es gilt also

Bild, (C\ {1, .-, Cn}) Cconv({Cy, ..., Gu})-

Sei h(-) := lim h%(-), wobei hier mit h? die j-fache Verkettung gemeint ist.

Jj—o0

Vermutung Der Grenzwert lim h*(2) existiert immer, das heifit T ist wohl-

k—o0
definiert.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass der Grenzwert immer existiert.

Die Funktion % erinnert an die Fixpunktiteration, wie sie aufgrund des Ba-
nachschen Fixpunktsatzes genutzt wird.

SaTz (Fixpunktsatz von Banach).

Sei (M, d) ein metrischer Raum und ¢ : M — M eine Kontraktion (das heifit
es muss gelten, dass d(p(z),0(y)) < A-d(z,y) fir alle x,y € M und ein
A € [0,1)). Dann besitzt ¢ genau einen Punkt £ mit var¢g(§) = €. € heifit dann
Fixpunkt.

Dabei ist h keine Kontraktion, schon weil sie (fiir n > 2) mehrere Fixpunkte

hat. Die Funktion % hat einige interessante Eigenschaften, die sich anhand der
folgenden Definition erkldren lassen.

Definition 5.1. Fiir z € C heift C(z) = {y € C| hly) = 2} N {z} die
Cesaro-Menge von z.
C(z) ist also das Urbild von z unter der Funktion % vereinigt mit {2} .

Numerische Berechnungen und die Bedeutung der ¢; in h legen die folgende
Vermutung nahe.
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5 Cesaro-Mengen

Vermutung 3. Die Funktion 1 hat die folgende Bildmenge
Bﬂd’};((c \ {Cla C27 R Cn}) = {Cla C?a s 7(%7&17527 s Jé-n*l}'

Es existiert eine e-Umgebung um jede Nullstelle ¢, fiir die ﬁ(z) = (; fir
alle z € B.(¢;) \ {¢;} gilt, da der eine Koeffizient in der Konvex-Kombinati-
on gegen unendlich strebt. Es sind also vermutlich nur die Haufungspunkte
Cly- o Cns &1y, &1 moglich. Ein Haufungspunkt ist hier der Grenzwert ei-
ner Folge h(z), h?(z), h3(2),... fiir ein z € C.

Dann ist {C((1),...,C(Cn),C(&),...,C(§n—1)} eine Partition von C. Dies
heifit, dass die Vereinigung all dieser Mengen C ist, und dass sie disjunkt
sind. Daraus folgt auch, dass C'(z) = 0 fiir alle 2 & {(1, ..., (s &1y o, €t b

Dies ist an Abbildung veranschaulicht. Abgebildet sind jeweils die Null-
stellen und die kritischen Punkte. Weiterhin wurde fiir jeden Punkt z in ei-
nem Gitter der Grenzwert h(z) numerisch berechnet (mit Konvergenzkriteri-
um |h*(z) — h*1(2)| < e fiir ein festes € > 0). Der Punkt z ist in der Farbe
derjenigen Nullstelle eingefirbt, die h¥(z) am nichsten lag. Es wurden also
die Cesaro-Mengen der verschiedenen Nullstellen in unterschiedlichen Farben
geplottet.

In [Abbildung 5.1} kann man sehen, dass jeweils alle bis auf eine Cesaro-Menge
einen endlichen Fldcheninhalt zu haben scheinen. Man kann auch sehen, dass
die kritischen Punkte immer zwischen zwei Cesaro-Mengen liegen.

Die Flachen der Cesaro-Mengen aller Nullstellen in [Abbildung 5.2|sind unend-
lich groB. Im Vergleich zur oberen Bild wurde in der oberen Abbildung von
[Abbildung 5.3| eine Nullstelle ein wenig verschoben, um das Gleichgewicht zu
storen, das oben in [Abbildung 5.2 vorliegt. Man kann gut sehen, dass aufler-
halb des Gleichgewichts der Nullstellen eine Cesaro-Menge dominiert und nach
auBen hin alles in einer Farbe eingeférbt ist. Hier ist es die Nullstelle, die ndher
am Schwerpunkt aller Nullstellen liegt.

Im Bild unten in [Abbildung 5.2 sieht man in Blau zusiitzlich, dass h*(1+1) ge-
gen 0 konvergiert. Daraus entsteht die Vermutung, dass die Rédnder der Cesaro-
Mengen gegen die kritischen Punkte konvergieren. Dies passt zu der Aussage

von [Vermutung

Die Cesaro-Mengen der Nullstellen sind wahrscheinlich offene Mengen, da sonst
unklar wére, warum eine Nullstelle gewisse Randpunkte ,,abbekommt “ und die
andere nicht. Die Randpunkte miissen also zu einer anderen Menge in der Par-
tition gehoren. Dafiir bleiben nur die Cesaro-Mengen der kritischen Punkte
iibrig.

Dies konnte helfen, die Lage der kritischen Punkte genauer zu berechnen.
Hat man einen kritischen Punkt &; mit numerischen Fehlern errechnet und
liegt dieser auf dem gemeinsamen Rand der Cesaro-Mengen zweier Nullstel-
len, oder vielleicht auch in der Nihe des Randes, so kiénnte die Iteration h*(¢;)
die tatséchliche Lage des kritischen Punktes besser annéhern. Untersuchungen
dazu sind dem Autor dieser Arbeit nicht bekannt und wurden von ihm nicht
durchgefiihrt.
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5 Cesaro-Mengen

Vermutung 4. Ist E(S) € {1,(, ..., ¢} soist der Flicheninhalt der Cesaro-
Menge C(h(S)) unendlich, wiahrend der Flacheninhalt der anderen Cesaro-
Mengen C(n) mit n € {(1,...,Cn, &1, 8, &1} \ {R(S)} endlich ist. Gilt

o~

andererseits h(S) € {&,&,...,&—1} so gibt es mehrere Nullstellen, deren
Cesaro-Menge eine unendlich grofie Fliche haben.

In ungeféhr 50 Beispielen mit zufilligen Polynomen verschiedener Grade bis 5
ist kein Gegenbeispiel fiir die Vermutung aufgetreten.
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5 Cesaro-Mengen

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Nullstellen — blau, kritische Punkte — griin, Schwerpunkt — weif§

Abbildung 5.1: Zwei Beispiele mit einer Cesaro-Menge mit unendlich groflem
Flacheninhalt und mehreren Cesaro-Mengen endlicher Fléche.
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5 Cesaro-Mengen

z
®
- &
-¢
-Z -1.5 -1 -0.5 a 05 1 15 2

Abbildung 5.2: Die Darstellung fiir f = 2* — 1 mit den Einheitswurzeln als Null-
stellen. Unten mit 2¥(1 4 4) in blau auf der Grenze zwischen gelb
und rot.
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5 Cesaro-Mengen

Abbildung 5.3: Oben: Das Polynom mit den Nullstellen —1,4, —i und 0.9.
Unten: Ein weiteres Beispiel mit n = 5.
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6 Varianten beim Ableiten und
Integrieren

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden statt der Nullstellen und der kri-
tischen Punkten von f, die Nullstellen von f und die Nullstellen anderer Po-
lynome betrachtet, die aus f gebildet wurden. Es werden , ableitungséhliche “
Funktionen betrachtet. Im zweiten Abschnitt (siehe geht es darum
aus den kritischen Punkten etwas iiber die Lage der Nullstellen eines Polynoms
zu erfahren.

6.1 Ableitungsdhnliche Funktionen

Ist ein Polynom f gegeben, so lidsst sich dieses als Abbildung von C nach C

darstellen: f(z) = >_ ¢;z*. Man kann f aber auch als Vektor im C"*! auffassen:
i=0

f=(cn,Cn1,-..,c1,¢). Dann ist die Ableitung eine Abbildung d : C"** — C"

mit d(f) = (nc,, (n — 1)cpo1, ..., c1).

Nun definieren wir eine ableitungsihnliche Funktion als eine lineare Funktion

d:C" — C"™ mit d(cp, Cno1y- -5 ¢0) = (Cns Caoty -+ -5 Co)-

Bemerkung Alle Ableitungen von f mit einem Grad grofler 0 sind nach dieser
Definition ableitungsidhnliche Funktionen.

Mogliche Ableitungen

Fiir die iibliche Ableitung f' = d(f) gilt, dass

i) die Nullstellen von f den selben Schwerpunkt haben wie die Nullstellen
von d(f) und

ii) die Nullstellen von d(f) alle in der konvexen Hiille der Nullstellen von f
liegen.

Deshalb soll hier fiir einige ableitungséhnliche Funktionen untersucht werden,
welchen Abstand die Schwerpunkte der Nullstellen von f und d(f) haben und
ob die einen Nullstellen in der konvexen Hiille der anderen liegen.
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6 Varianten beim Ableiten und Integrieren

Analog zu dem Beweis von Lemma gilt:

1 & Cn—1 1 (n—1)c,—q
—Y == : :
n = ne n—1 ney,

n

Sollen also die Schwerpunkte der Nullstellen von f und von d(f) gleich sein,

= 0 und ¢, # 0 gelten, so muss die Gleichung — Z £ = —mc2 = oo

(n—1)én—1 ncn

erfiillt sein. Die Lage des Schwerpunktes hangt also nur von den ersten beiden
Koeffizienten ab, von denen der erste ungleich 0 ist.

Sind die Koeffizienten von f und von d(f) reell, so liegen die beiden Schwer-
punkte der Nullstellen auf der reellen Achse.

Wir bezeichnen den Abstand zwischen dem Schwerpunkt der Nullstellen von
f und dem Schwerpunkt der Nullstellen von d(f) mit A(f,d). Ist d(f) = f’ so
gilt A(f,d) = 0 fiir alle Polynome f, deren Grad grofer ist als 1.

Hier werden sieben mogliche ableitungsidhnliche Funktionen vorgestellt. Ab
seite 79 sind Beispielbilder zu finden. In den Tabellen in [Unterabschnitt A.3.2)]
(siehe sind Daten iiber die Abstdnde der Schwerpunkte zu finden.
Nach welchem Prinzip sich die Daten aus [Tabelle A.7| verhalten, ist fiir die
meisten Methoden noch offen.

Die untersuchten ableitungséhnlichen Funktionen sind d(cy, ¢;,—1, . . ., ¢o) mit

1. (€nyCn-1y---y¢0) = (0,CnyCpn1,...,C1)
Hier liegen die Nullstellen von d(f) teils aulerhalb der konvexen Hiille
der Nullstellen von f. Siehe zum Beispiel [Abbildung A.1|
Sind die Koeffizienten von f gleichverteilt aus {£1} so ist A(f,d) =
. Sind die Koefﬁmenten gleichverteilt aus [0, 1] oder [—1, 1], so ist

(n 1)
A(f, d) durchschnittlich T D und nimmt dabei maximal ﬁ an.
2. (én,Cn1,...,C0) = %(cn, Cn1+nCp,Cpo+ (n—1)cp1,...,c0+ 1)

Hier liegt meist eine Nullstelle von d(f) in der Nédhe von —n. Siehe zum
Beispiel [Abbildung A.2| Fiir Koeffizienten aus [—1, 1] x [—i, 4] gilt immer
A(f,c)=1.

3- (ém énfh cee 760) = %(Cm Cp—1 + Cpy Cn—2 + Cp—1,.---,C0 + Cl)
Auch hier liegen die Nullstellen von d(f) oft auBerhalb der konvexen
Hiille der Nullstellen von f. Sieche zum Beispiel [Abbildung A.3| Fiir Ko-
effizienten aus [—, 1] x [—i4,4] gilt immer A(f,d) = =

4. (énaénfla-- CO) (Cna 2(0n+cn 1)7 3(cn+cn 1+ Cn— 2) %(Cn71+cn72+
Cn,3>, Ce 3(C2 +c1 + Co)>
Hier sind die Nullstellen von d(f) meistens innerhalb der konvexen Hiille
der Nullstellen von f. Siehe zum Beispiel [Abbildung A.4!
Sind die Koeffizienten zuféllig aus {£1}, so ist A(f,d) durchschnittliche
zwischen 0 und 1 bei Maximalwerten von --. Fiir glelchverteﬂte Koeftizi-
enten aus [O 1] oder [—1,1] ist A(f,d) durchschmtthche . Hier werden
maximal % erreicht.
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6 Varianten beim Ableiten und Integrieren

5. (CnyCnty---y60) = (0,2 ¢, 2" 2, 4, ..., c1)
Dabei kann man natiirlich auch jeden Koeffizienten zum Beispiel mit
27" multiplizieren ohne die Nullstellen zu verdndern. Die Nullstellen von
d(f) liegen oft deutlich ndher am Schwerpunkt und damit vermutlich nie
auBerhalb der konvexen Hiille der Nullstellen von f. Siehe zum Beispiel
[Abbildung A.5|
Eine Interpretation der Daten von A(f,d) ist noch offen.

6. (Cn,Cno1,---,C0) = (0,¢n1 + nacy, 2¢,_o + (n— Vac,_1,...,nc + acy)
Es sei F(a,z2) := nf(z) — (z — a)f'(z) die polare Ableitung in Bezug
zu « [vlg. Rahman und Schmeisser (2002)), S. 97 f.]. Hier betrachten wir
f(a, z) mit @ = 0. Es sieht hier eher so aus, als ob die Nullstellen von
f in der konvexen Hiille der Nullstellen von F' = d(f) liegen. Siehe zum
Beispiel |Abbildung A.6|
Liegen die Koeffizienten ¢; in {#1}, so scheint A(f,d) = < zu sein.
Liegen die Koeffizienten in [0, 1] so ist A(f,d) zwischen 0 und % und im
Durchschnitt bei %

7. (CnyCn-t,---,C0) = ((n+1)cp,n(ch1—acy), (n—1)(ch_a—acp_1,...,co—
acy)

/
F(a,z) = f(2) — (z — a)f'(2) hat die gleichen Nullstellen wie [(ﬁzc)t)} )

Auch hier betrachten wir den Fall mit a = 0. Ahnlich wie bei der polaren
Ableitung scheinen hier die Nullstellen von f in der konvexen Hiille der
Nullstellen von F' = d(f) zu liegen. Siehe zum Beispiel |[Abbildung A.7|
Zu A(f,d) stehen Untersuchungen und Ergebnisse noch aus.

Vermutung 5. Es sei d(f) = (0,v,¢p,...,v1¢1) mit v; = 1, weiterhin sei
d(f) = (0,0¢y,...,01¢1) mit v = 1 und v; > v; fiir alle j und es gelte
auBerdem v; 1 > vj und v}, ; > v;. Wir vermuten, dass die Nullstellen von d( f)

in der konvexen Hiille der Nullstellen von d(f) liegen. Insbesondere scheinen,
wenn v; > j fiir alle j, die Nullstellen von d(f) in der konvexen Hiille der
Nullstellen von f zu liegen.

In der Néhe des Ursprungs haben die Monome ¢; 2z’ mit kleinem j einen hoheren
Einfluss, da |c;z7| fiir kleine j groBer ist als fiir grofie j. Ist hingegen |z| gro8,
so haben die Monome ¢;2’ mit groBem j mehr Einfluss.

Je weiter man nach ,auflen® kommt, bekommen die Koeffizienten vor den
hoheren Potenzen mehr Gewicht und je hoher diese werden, desto geringer
wird die Chance fiir eine Nullstelle. Hat d(f) also eine Nullstelle ¢ und ist ||
grofB}; so ist |v,("| groBer als |v,("|. Geht man dann von ¢ noch weiter nach

auBen wird es hier noch schwieriger hier eine Nullstelle von d( f) zu erreichen.

Neben den Nullstellen der Ableitungen von gebrochen rationalen Funktio-
nen mit einem Polynom ersten Grades im Nenner kann man auch Polynome
hoheren Grades im Nenner untersuchen. Mit diesen wird die Ableitung dann
nach obiger Definition im Allgemeinen nicht mehr ableitungséhnlich.
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6 Varianten beim Ableiten und Integrieren

6.2 Integrationskonstanten

Die Umkehrung der iiblichen Ableitung ist das Integrieren. Die dabei entste-
hende Stammfunktion F, ist eindeutig bis auf einen Summanden ¢;. Will man
aus einer Menge an kritischen Punkten das Polynom rekonstruieren, so bleibt
die Integrationskonstante cy als Freiheitsgrad bestehen.

Man kann nun das Absolutglied ¢y nach verschiedenen Kriterien wahlen. Vor-
schldge hierfiir sind, ¢y so zu wéhlen, dass

e die Zuordnung iiber eine der Methoden in am besten ist.
Dafiir ist als Kriterium zum Beispiel max )~ p?, denkbar. Vgl. (QZP) auf

beite 63l
® Cyp—= 0 gllt
e die Fliche, die die konvexe Hiille der Nullstellen aufspannt, minimal ist.

e der Schwerpunkt der kritischen Punkte auch Nullstelle der Stammfunk-
tion ist (CO = —FO(S))

Dabei ist zu beachten, dass aufgrund von fur jedes ¢y € C der
Schwerpunkt der Nullstellen von F,, der selbe ist.

Um beobachten zu kénnen, wie die Wahl der Integrationskonstanten ¢y die La-
ge der Nullstellen beeinflusst, wurden in Abbildungen und (und auch
in [Abbildung A.§im Anhang auf die Nullstellen eines Polynoms mit
zufilligen Koeffizienten und die Nullstellen von Stammfunktionen abgebildet.
Fiir die Stammfunktionen wurden die ¢y als Gitterpunkte in C gew&hlt.

Je grofler der Bereich ist, aus dem ¢y gewéhlt wurde, desto grofler ist auch
die Fliche, die von den Nullstellen von Fy, gefiillt wird. Dies sieht man zum
Beispiel im Vergleich zwischen [Abbildung 6.1 oben und oben. Wenn eine
Nullstelle von f im blauen Gebiet liegt, heifit dies, dass es eine Integrations-
konstante ¢y gibt, so dass diese Nullstelle doppelte Nullstelle von F,, ist. Man
kann in [Abbildung 6.1] Einkerbungen am Rand beobachten.

In diesem Zusammenhang sind auch [Satz 2.25| und [Satz 2.26| (siche
zu nennen. Diese treffen Aussagen zu der moglichen Lage von Nullstellen in
Abhéngigkeit von den kritischen Punkten und einer weiteren Nullstelle. Mit
[Satz 2.25| wird deutlich, dass die Flecken in[Abbildung 6.2] oben dhnlich wie die
Einheitswurzeln um den Ursprung angeordnet sind. gibt Schranken
an, wie weit die Nullstellen der Stammfunktion von den kritischen Punkten
entfernt sein konnen.
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Nullstellen — rot, Nullstellen der Stammfunktionen — blau, Nullstellen der
Stammfunkion mit co = —f(S) - chwarz, Grad 10

Abbildung 6.1: Fiir beide Bilder wurde das gleiche Polynom verwendet. Bei
den Stammfunktionen wurden fiir ¢g Werte auf einem Gitter in
[~1,1]? gewihlt. Bei dem oberen Bild haben die Gitterpunkte
einen Abstand von 0.05, beim unteren 0.001.
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Abbildung 6.2: Oben: Nullstellen von Stammfunktionen mit ¢y € [0, 0.5]%.
Unten: ¢y € [—0.5,0.5]? mit Gitterpunkte haben einen Abstand
von 0.005.
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{ Zuordnungen

In diesem Kapitel soll es um die Zuordnungen zwischen Nullstellen und kri-
tischen Punkten eines Polynoms gehen. Am Anfang von (siche
haben wir gesehen, dass bei zufélligen Polynomen oft in der Néhe einer
Nullstelle auch ein kritischer Punkt ist. Man kann diese als Paare bezeich-
nen. In diesem Kapitel werden Moglichkeiten untersucht solche Paare zuzu-
ordnen.

7.1 Konvex-Kombinationen von Nullstellen

Ein moglicher Weg die Beziehung zwischen den Nullstellen eines Polynoms und
den kritischen Punkten zu analysieren, ist Konvex-Kombinationen zu betrach-
ten.

Theorie Der Punkt y € R? liegt genau dann in der konvexen Hiille der Punk-
te 21,29, ..., T, € R? wenn sich dieser darstellen lisst als

Yy = Z /\jSCj,
j=1

wobei > A; =1und A\; >0 fiir alle j € {1,...,n} gilt .

j=1
Diese Darstellung heifit Konvex-Kombination. Sie ist eindeutig, wenn n <
d+ 1 und kein Punkt z; (5 < n) in der konvexen Hiille der anderen Punkte
T1,...,Tj_1,Tjq1,--., Ty liegt. Hierbei ist d die Dimension als R-Vektorraum.

In der komplexen Ebene C = R? ist also d = 2.
Im Beweis zum Satz von Gau$-Lucas (Satz [2.13] [Seite 12) haben wir Konvex-

Kombinationen benutzt um zu zeigen, dass die kritischen Punkte in der kon-
vexen Hiille der Nullstellen liegen. Die entsprechenden Cesaro-Konvex-Kom-
binationen wurden in einer expliziten Formel angegeben. Mit diesen Cesaro-

Konvex-Kombinationen haben wir uns in schon beschéftigt.

Fasst man alle moglichen Konvex-Kombinationen der kritischen Punkte in
einem Gleichungssystem zusammen, erhilt man

P¢=¢ (GS)

mit ¢ = ({1, Cas - - - Cn)T> €= (&,8,... 7€n—1)T
und P € [0, 1]V p1, =1,_;.
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7 Zuordnungen

Dieses Gleichungssystem hat fiir n > 4 im Allgemeinen mehrere Losungen.
Eine davon ist immer die Cesaro-Konvex-Kombination aus dem Beweis von

Satz 2.13]
Als eine Zuordnung verstehen wir eine (n — 1) x n-Matrix P.

Man kann das Gleichungssystem auch fiir hohere Ableitungen aufstellen. Es
sieht fiir die k-te Ableitung wie folgt aus:

P(=n (GSk)
mit C = (gla CQa ceey gn)T7 n= (77177727 cee 777n—/€)—|—
und P € RUT™ PL, =1,

Wir werden im Folgenden nur die erste Ableitung betrachten, fiir hohere Ab-
leitungen verlauft Vieles analog.

Beispiel 6. Sei f(z) = (2 —i)(z — 1)z(z — 2). Die mit octave berechnete

Matrix der Cesaro-Konvex-Kombinationen fiir ¢ = (4, 1,0, %)T ist

0.6972769 0.0592233 0.1484019 0.0950979
P =10.0074652 0.6184722 0.0174961 0.3565665
0.0452579 0.0836125 0.5897559 0.2813737

Betrachtet man die Spaltensummen, so ergibt sich
0.75000 0.76131 0.75565 0.73304.

Wie man sieht, geht also (4 = % insgesamt weniger in die Konvex-Kombina-
tionen ein, als alle anderen Nullstellen.

Diese Ungleichheit zwischen den Nullstellen scheint unbegriindet. Es sei dabei
darauf hingewiesen, dass sowohl die eindeutigen Konvex-Kombinationen fiir
n = 2 und n = 3 als vermutlich auch die Cesaro-Konvexkombinationen bei
ausschlieBlich reellen Nullstellen diese Ungleichheit nicht besitzen. Aus diesem
Grunde werden wir uns im Folgenden mit der zusétzlichen Bedingung

P, =11, (GS.1)

fiir das Gleichungssystem beschiftigen. Die Spaltensummen der Matrix
mit den Konvex-Kombinationen P sollen also alle gleich sein, die Nullstel-
len alle gleichberechtigt in die Konvex-Kombinationen der kritischen Punkte
eingehen.

Vermutung 6 (Althofer [2011a]). Das Gleichungssystem (GS|) hat mit der
zusitzlichen Bedingung (GS.1)) immer eine Losung.
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7 Zuordnungen

Beispiel 7 (n=3). Sei f(z) = 2 + az? + bz + ¢ mit den Nullstellen (j, ¢,
und (3, die nicht kollinear sind. Sind & und & die kritischen Punkte, so ist
die Konvex-Kombination dieser Punkte aus den Nullstellen (3, (5, (3 eindeutig,
wie jede Konvex-Kombination dreier nicht kollinearer Punkte.

Auch die Konvex-Kombination des Schwerpunkts der Nullstellen S = %(Q +
(2 + (3) ist dann eindeutig. Nach (siehe gilt S = %(Cl +
(o +(3) = 3(& + &) und da dies eindeutig ist, gilt auch die Bedingung (GS.1)).
Der Satz von Marden [Marden (1945)] besagt, dass die kritischen Punkte &
und &, die Brennpunkte der gréfiten Ellipse sind, die in das Dreieck der drei
Nullstellen passt.

7.1.1 Konvex-Kombinationen bei reellen Nullstellen

Sind alle Nullstellen reell, so ist die konvexe Hiille der Nullstellen immer Teil
der reellen Achse. Hier spannen die groite Nullstelle ¢, und die kleinste (; die
konvexe Hiille auf. Man kann also fiir jedes der §; eine Konvex-Kombination
finden, die nur aus (; und (, besteht. Diese erfiillt dann nicht die Bedingung
(GS.1J).

Was passiert aber, wenn wir Bedingung (GS.1)) voraussetzen?

Vermutung 7. Cesaro-Konvex-Kombinationen (siehe [Seite 12)) bei Polyno-
men mit ausschlieBlich reellen Nullstellen erfiillen immer die Bedingung (GS.1]).

Fir n = 10,20 wurde mit i.i.d. gleichverteilten Nullstellen auf [0, 1] und
mit i.i.d. standardnormal-verteilten Nullstellen in jeweils 10’000 L&ufen kein
zufilliges Polynom gefunden, bei dem die Bedingung bei Cesaro-Kon-
vex-Kombinationen verletzt war. Aber bei Polynomen mit reellen Koeffizienten
gilt dies nicht mehr. Siehe dazu [Tabelle A.12| (Seite 88)). Hier ist in der Zeile
CK der Logarithmus des Abstandes zu den Nebenbedingungen mit dar-
gestellt. Eine 0 heifit also die Nebenbedingungen treten im Allgemeinen nicht
ein, eine -10 oder geringer, dass sie eintreten. In den Spalten, in denen die Null-
stellen reell gewiihlt wurden (¢; mit [0, 1] oder N) ist also Bedingung
erfiillt. In den Spalten in denen die Koeffizienten des Polynoms reell gewéhlt
wurden (¢; mit [—1, 1] oder NV) ist die Bedingung im Allgemeinen nicht
erfiillt.

7.1.2 Das pseudoinverse Problem

Bisher haben wir in Gleichungssystem die kritischen Punkte &;,..., &1
als Konvex-Kombination der (3, ..., (, dargestellt. Sei also P{( = & mit P >0
und P1 = 1. Nun wollen wir das Problem umdrehen.
Wir suchen eine Matrix ) mit Q¢ = (. Betrachtet man diese Gleichungssys-
teme, so wird klar, dass () die Pseudoinverse zu P ist.
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7 Zuordnungen

Definition. Die Pseudoinverse M™ einer m x n-Matrix M ist eine n X
m-Matrix, fiir die gilt: M+ M = Id. Sie ist also die Linksinverse der Matrix M.

Die Losungen des Gleichungssystems P( = £ sind also Pseudoinverse von
Losungen des Gleichungssystems Q¢ = (. In matlab und octave kann man
die Pseudoinverse einer Matrix mit der Funktion pinv berechnen. Jedoch kann
man so nur aus () ein P finden, so dass P( = £ gilt. Meist erfiillt dann P weder
die Bedingung P > 0 noch die Bedingung P1, = 1, ;. Dieser Weg ist daher
fiir das Finden von Konvex-Kombinationen ungeeignet. Auch gibt es keine
Funktion in octave oder matlab, mit der man die Rechtsinverse bestimmen
kann. Sonst kénnte man zu einer Konvex-Kombinations-Matrix P eine Losung
@ von Q¢ = ( finden.

7.2 Zuordnungsproblem

Die Zuordnung iiber Konvex-Kombinationen hat zwar den Vorteil, dass alle
Nullstellen gleich behandelt werden konnen, jedoch haben wir gesehen, dass es
verschiedene Konvex-Kombinationen fiir jede Zuordnung und keine eindeutige
Losung gibt. In diesem Abschnitt wird eine Alternative dazu vorgestellt: die
Zuordnung durch ein diskretes Zuordnungsproblem.

Das Zuordnungsproblem ist ein lineares Optimierungsproblem. Es geht darum,
jeweils einem Element a; aus einer Menge A = {a4, ..., a,} genau ein Element
br aus einer anderen Menge B = {by,...,b,} zuzuordnen. Fiir die Zuordnung
zwischen einem Element aus A und einem Element aus B entstehen Kosten.
Die Summe der Kosten soll minimiert werden. Die Mengen A und B miissen
dafiir gleich viele Elemente haben. Man kann das Problem wie folgt notieren:

Jmin DD e (2P)

j=1 k=1

Nb. Z:L’jk: 1 fur alle k € {1,...n}, Zavjk =1furalle j € {1,...,n}.

j=1 k=1

Dabei ist X = (z)7,—, die Zuordnung und C' = (c;;)%,—; die Kostenmatrix,
mit dem Verstdndnis, dass wenn zj;, = 1 dem Element a; das Element b, zu-
geordnet wird und die Kosten c¢;;, betragen. Das Zuordnungsproblem lésst sich
als Spezialfall sowohl des Transportproblems als auch des Matching-Problems
in der Graphentheorie auffassen.

Fiir das Zuordnungsproblem der Nullstellen zu den kritischen Punkten wihlen
wir die Kosten fiir die Zuordnung zwischen ¢; und & als den euklidischen Ab-
stand cj; = |(; — &|. Allerdings gibt es einen kritischen Punkt zu wenig, denn
die beiden Mengen miissen gleich viele Elemente haben. Wir fiigen daher in
das Problem einen virtuellen kritischen Punkt &, ein, der zu allen Nullstellen
C1y--.,C, den gleichen Abstand hat, ndmlich Abstand 0.

o8



7 Zuordnungen

In jeder Losung von (ZP) gibt es dann eine Nullstelle (;, die dem virtuellen
kritischen Punkt &, zugeordnet ist. Diese Nullstelle ist keinem richtigen kriti-
schen Punkt zugeordnet.

Dies kann man auch fiir hohere Ableitungen anpassen, indem man iterativ je
einen solcher virtuellen kritischen Punkte einfiihrt.

&
%
/
%
:
® o o o®
%
~
o .

Nullstellen — gleichverteilt auf [0,1]? in Rot, kritische Punkte — griin, Grad 15

Abbildung 7.1: Zuordnung mit (ZP) als schwarze Verbindungen dargestellt.

Als Ergebnis dieses Zuordnungsproblems erhédlt man eine Zuordnung, die je-
dem kritischen Punkt genau eine Nullstelle eindeutig zuordnet. Eine solche
Zuordnung kann man in [Abbildung 7.1 betrachten. Da alle Nebenbedingungen
ganzzahlig sind, gibt es immer ein ganzzahliges globales Optimum. Man kann
also z;; € [0,1] annehmen, ohne eine andere Losung zu erhalten.

Darstellungen

Auf der CD, die dieser Arbeit beigefiigt ist, gibt es einen Ordner namens ,,Be-
wegte Zuordnungen“. Dort sind .gif-Bilder enthalten, in denen man sieht, wie
sich die Zuordnungen verédndern, wenn man eine Nullstelle im Kreis bewegt.
Diese Bilder lassen sich nicht wie in [Abbildung 4.2| (siehe als festes
Bild darstellen, weil die Zuordnungen storen. Sie kénnen daher nur am Com-
puter betrachtet werden.

Wir sehen in diesen Bildern, dass die Zuordnungen ,Sprungstellen* haben,
also zwei (oder mehr) Nullstellen ihren ,Partner® tauschen. Dabei muss die
bewegte Nullstelle selbst nicht involviert sein.

In [Abbildung 7.2| sind fiir Beispielpolynome Zuordnungen zwischen der k-ten
Ableitung und ihrer Stammfunktion fiir £ = 1,...,5 dargestellt.

Man kann auch die Nullstellen aller hoheren Ableitungen den Nullstellen des
Polynoms zuordnen. Dies ist in [Abbildung 7.3| fiir alle n — 1 Ableitungen an
einem Beispiel dargestellt.
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(a) Nullstellen — rot, Nullstellen gleich-
verteilt in [0,1]?, Grad 10
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(b) Koeffizienten gleichverteilt aus [—1,1], (die Nullstellen skaliert
und verschoben), Grad 100

Abbildung 7.2: Nullstellen eines Polynoms und der ersten 6 Ableitungen mit Zu-

ordnungen.
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7 Zuordnungen

&

Nullstellen — rot, gleichverteilt in [0,1]?, Grad 50

Abbildung 7.3: Die Nullstellen der n — 1 Ableitungen in unterschiedlichen Farben
mit Zuordnungen zu den Nullstellen des Polynoms.
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7 Zuordnungen

7.3 Vergleich verschiedener Methoden zur
Berechnung der Zuordnung

Aufgrund des Satzes von GauB-Lucas (siehe liegt es nahe nach Kon-
vex-Kombinationen zu suchen, wenn man Zuordnungen zwischen Nullstellen
und kritischen Punkten sucht.

Konvex-Kombinationen sind recht intuitiv, wenn man sie so versteht, dass die
Koeffizienten den Prozentsatz angeben, wie stark eine Nullstelle in die Zu-
sammensetzung eines kritischen Punktes eingeht. Die Konvex-Kombinationen
konnen als eine Art Koordinaten verstanden werden im ,,Erzeugendensystem
der Nullstellen “. Mit diesem Verstédndnis wird dann auch klar, dass es fiirn > 4
im Allgemeinen mehrere Konvex-Kombinationen gibt, Eindeutigkeit also nicht
mehr gegeben ist.

Die zusétzliche Bedingung , dass die Nullstellen ¢; in die Konvex-Kom-
binationen der kritischen Punkte & alle gleich eingehen sollen, schrinkt die
Menge der moglichen Konvex-Kombinationen zwar ein, eindeutig werden die
Konvex-Kombination dadurch aber nicht. Im Folgenden werden Methoden-
/Algorithmen vorgestellt, die dazu dienen sollen moglichst , gute* Konvex-
Kombinationen zu finden.

Dabei wird in [Abschnitt 7.3.1] ein Problem klar: Wir beurteilen Konvex-Kom-
binationen als ,,gut®, die moglichst eindeutig eine Nullstelle einem kritischen
Punkt zuordnet. Als Giitekriterium nutzen wir dafiir die Summe der Quadrate
der Zuordnungskoeffizienten (siehe unten). Das Maximum dieser Summe ist
aber ebenfalls nicht eindeutig.

Eine nahezu eindeutige Losung der Zuordnung kann man iiber das Zuord-

nungsproblem finden. Siehe dazu [Abschnitt 7.2]

7.3.1 Genutzte Methoden

In diesem Unterabschnitt sollen die Methoden vorgestellt werden, die fiir diese
Arbeit implementiert wurden. Im néchsten Unterabschnitt, ab|Seite 67 werden
diese Methoden miteinander verglichen.

In den néchsten Unterabschnitten werden die Methoden so benannt, wie sie
auch in der Software fiir octave heiflen, die sich auf der angehéngten CD be-
findet. Die Namen stehen auch am dufleren Rand, was einerseits das Auffinden
erleichtert und andererseits die Ubersichtlichkeit erhoht.

Giitekriterium
Betrachtet man eine Zuordnung P = (pj;) mit p;r € [0, 1], so lassen sich

am besten Paare finden, wenn in jeder Zeile und in jeder Spalte jeweils ein
Wert grof} ist und die anderen klein. Daher kann man beispielsweise ||P||? =
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7 Zuordnungen

n—1 n
> > Py als Giitekriterium einer Zuordnung ansehen. In den meisten betrach-
j=1k=1
n—1 n
teten Methoden ist > > pjx = n—1 fest, daher ist || P||? beschrinkt und lésst
j=1k=1
sich gut vergleichen.

Quadratische Optimierung

Als Ansatz, um entsprechende Zuordnungen zu finden, kommt die quadratische
Optimierung in Betracht. Zu losen ist das Problem

maXZp?k (QZP)

Nb. ijk@’k =¢;, ijk =1 fiir alle j € {1,...,n}, pyx > 0.
k=1 k=1

n—1
Hinzu kommt noch die Bedingung > pj, = "T’l

j=1
Fiir das Problem (QZP]) ist in der matlab-Funktion quadprog ein active-set-
Verfahren implementiert (fiir nihere Informationen zu diesem Verfahren siche
zum Beispiel [Alt (2011)), S. 209-213]). Dieses ist auch fiir nicht-konvexe Ziel-
funktionen anwendbar. In octave ist mit gp ebenfalls ein active-set-Verfahren
gegeben, das langsamer ist und schlechtere Ergebnisse liefert als quadprog in
matlab. Fiir gp braucht man einen Startpunkt. Durch das Losen eines LPs
(sieche unten) bekommt man diesen einfach und schnell. Hierfiir kann man
¢ =(0,...,0) benutzen. Da die Zielfunktion von (QZP)) nicht konvex ist, gibt
es im Allgemeinen kein eindeutiges Optimum, die Funktionen gp und quadprog
geben jedoch nur eine Losung aus. Diese Methode wird im Weiteren QP_max
genannt.

Die quadratischen Optimierungsverfahren eignen sich gut, um das konvexe
Problem min Zp?k zu berechnen. Dabei erhélt man eine Losung, in der das
Finden von Paaren nicht so einfach moglich ist und alle Zuordnungs-Koef-
fizienten moglichst gleich sind. Dies ist die Methode QP_min. Um minimale
Einflussfaktoren zu bestimmen eignen sich jedoch die linearen Optimierungs-
probleme besser (siche unten).

Lineare Optimierung

Ist die Losung eines unterbestimmten Gleichungssystems wie P( = £ mit P =
(pjx) nicht eindeutig, kann man mit einer Kostenmatrix C' = (¢;;,) und der
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linearen Optimierung die Losung des Problems finden.

n—1 n
minz ijkcjk (LZP)
j=1 k=1
— n—1
Nb. P(=¢ P>0, Pl,=1,.1,) pjr= -

J=1

Dabei sei P = (p;r) Da P die gleiche Dimension haben muss wie C', kann man
jede Zuordnung P auch als Kostenmatrix nutzen.

Mit einer Kostenmatrix, die an jeder Stelle eine andere Zahl hat (cj x, # Cjoks,
wenn j; # jo oder ki # ky), ist die Losung eindeutig. Da bei Losungen von
(LZP)) meist viele pj; ungleich sind, eignen sich die Losungen als Kostenmatri-
zen um eine eindeutige Losung zu erhalten. Dabei kann man die Losung fiir die
Kostenmatrix mit —1 multiplizieren will, um starke Zuordnungen weiter stark
zu belassen. Sonst erhdlt man die Gegenlosung zur aktuellen Losung (siehe
unten).

Im Folgenden werden wir P und C' als Vektoren auffassen (die Zeilen hinter-
einander) und dann mit p bzw. ¢ bezeichnen.

Die Methode LP berechnet die Losungen des Problems mit ¢ = —ejp =
0,...,0,—1,0,...,0) fir alle Paare j, k und gibt dann die Losung mit dem
maximalen Normquadrat ||p||3 aus.

Die Methode LP_alle berechnet fiir alle Permutationen 7 von 1,...,n(n — 1)
mit dem Kostenvektor ¢ = (7(1),7(2),...,7(n(n — 1))) die entsprechende
Losung und gibt diejenige mit dem maximalen Normquadrat ||p||3 aus.

Die Methode LP_alle steht hier aus theoretischen Griinden, praktisch ist die
Rechendauer fiir n > 3 zu lang.

Die Methode LP_max berechnet ebenso wie die Methode LP die Losungen p
mit den Einheitsvektoren —ej;, als Kosten. Dazu werden jedoch auch jeweils
—nej, — p und —nej, + p als Kostenvektoren genutzt. Dann wird wieder die
Losung mit dem maximalen Normquadrat ||p||3 zuriickgegeben. Durch das
Verwenden der Losung p sind diese Losungen meist eindeutig und durch die
Summanden —ne;;, wird der Eintrag j, & maximiert, weil n grofier ist als die
Summe der Eintrdge in p. Die groflere Menge an Losungen sorgt oft fiir ,,bes-
sere Losungen nach dem Giitekriterium.

Fiir Methode LP_nah werden zu Anfang die Paare j, k gesucht, so dass (; die
einzige Nullstelle ist, die & als euklidisch néchsten kritischen Punkt hat. Die
Zuordnungen p,, werden dann maximiert und die pj,, werden fiir alle m # k
minimiert. Die {ibrigen Stellen werden nacheinander maximiert. Es wird die
Losung mit dem maximalen Normquadrat |[p||3 ausgegeben.

Seien ej;, die Standardeinheitsvektoren. Setzen wir ¢ = —ej, so wir derEinfluss
von (j, auf §; maximiert. Man kann also erfahren, wie hoch p;; maximal werden
kann. Ppax sei die Matrix, in der jeder Eintrag pj;, der j, k-te Eintrag der Losung
von (LZP)) mit dem Kostenvektor ¢ = —e;j, ist. Analog sei P, die Matrix, in
der der Eintrag pj; der j, k-te Eintrag der Losung von (LZP)) mit ¢ = ej;, ist.
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7 Zuordnungen

Unabhéngig davon welchen Kostenvektor man wéhlt, muss die 7, k-te Stelle
der Losung von (LZP|) muss also zwischen pj;; und pj;, liegen.

Pax ist das Ergebnis der Methode MM_max, wéahrend P, das Ergebnis der
Methode MM_min ist.

Fiir Methode MM_minmax wéhlt man den kleinsten Eintrag in P, und fixiert
die Stelle auf den entsprechenden Eintrag aus P,;,. Wir wollen moglichst grofie
Eintrage, die Stelle mit dem kleinsten Eintrag in P, kann nicht grofl werden,
also legen wir sie so klein fest, wie es geht. Dies machen wir so oft mit dem
kleinsten Eintrag, den wir noch nicht fixiert haben, bis keine Losung mit
den fixierten Werten mehr hat. Dann minimieren wir den letzten Wert, den wir
nicht fixieren konnten. Das Ergebnis dieser Minimierung wird zuriickgegeben.
Die Methode MM_maxmin verlauft analog zu MM_minmax. Hier wird der maxi-
male noch nicht fixierte Eintrag aus P, fixiert wird und am Ende maximiert
wird. Diese Methoden mit P, und Py, wurden von [Althofer (2011b))] vor-
geschlagen.

Fir die Methoden MM_LPmin bzw. MM_LPmax wird — Py, bzw. —Ppax als Kos-
tenvektor fiir (LZP) verwendet.

Die Schwierigkeit beim Finden einer Zuordnung mit linearer Optimierung be-
steht also darin einen geeigneten Kostenvektor zu finden.

Cesaro

Wie wir gesehen haben, liefert Cesaros Beweis des Satzes von Gauf-Lucas
n

Satz 2.13| auf [Seite 12)) die Cesaro-Konvex-Kombinationen &; = ) ﬁ
k=1 7157

n—1

mit vy, = E B C E-gp- Diese erfiilllen nicht die Bedingung Z pr; = “=*. Die
Methode, dle diese Zuordnungen ausgibt, heifit CK.

Aus dieser Methode ergeben sich auch Variationen. Man kann z.B. diese Kon-
vex-Kombination als Kostenvektor fiir (LZP]) nutzen (Methode CK_LP). Um
andere Kostenvektoren fiir die lineare Optimierung zu erhalten &ndern wir die
Formel der Cesaro- Konvex Kombmatlonen etwas ab. Zum Einen wéhlen wir

die Koeffizienten aus Z mit vy, = Z = C | (oder mit v; = 1) als Kos-

V\f —Ck

tenvektor (wieder mlt —1 multipliziert, Methode CK_rezpr) und zum Anderen
wihlen wir ¢;; = |§; — (| (Methode CK_abst).

Zuordnungsproblem

Es gibt weiterhin die Methode, die Losungen aus dem Zuordnungsproblem zu
nutzen, diese nennen wir ZP. Die letzte Zeile mit dem virtuellen kritischen
Punkt streichen wir aus der Losung um eine (n — 1) X n Matrix zu erhalten.
Nutzt man die Losung aus ZP als Kostenvektor fiir (LZP) (mit —1 multipli-
ziert), so erhélt man die Methode ZP_LP.
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7 Zuordnungen

GegenlGsung

Man kann zu jeder Losung eine Art Gegenlosung erstellen, indem man die
Losung als Kostenvektor nutzt. Dann werden Stellen mit vormals groflen Wer-
ten stirker betraft als Stellen mit niedrigen Werten. So wird eine Losung ge-
funden, die moglichst ,, weit* von der ersten Losung entfernt liegt.

Nebenbedingungen vollen Rangs

Beim Losen quadratischer Optimierungsprobleme, sind Nebenbedingungen mit
vollem Zeilenrang hilfreich. Dieser ist bei den oben genannten Nebenbedingun-
gen nicht gegeben. Man kann aber im Standardfall immer die gleichen beiden
Zeilen streichen. Dies zeigt der folgende Satz. Oft erhélt man so eine Matrix
mit vollem Zeilenrang.

SATzZ 7.1.
Sei I,, die n-dimensionale Einheitsmatrix und J,, die n-dimensionale Einheits-
matrix ohne die letzte Zeile. Dann gilt fiir

&1
¢ & 0 ¢ &
: : . gn.—l
C gnfl C
A= 1, b= 1 A = | I und b’ = 1
1n 1 n
- i 1, R
A n

AP = b genau dann, wenn auch A'P = b’ gilt.

Beweis. Wir zeigen: Aus den noch {ibrigen Zeilen lassen sich ) p;(; = & und

j=1
nz_:l Djn = ”Tfl herleiten.
j=1
Zum Einen gilt:
Pot Dot A Pmtn =1 —=pr—pa— ... —Pp1) + ...
+ (1 = p—2)nt1 = - — Pln—1)n—1)

—1 —1
—n—1l-(n-1t— ="
n

n
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7 Zuordnungen

Zum Anderen gilt:

PG+ Pl = (nT—l — DPntl —D2ngl — -+ — p(n2)n+1) G
+ ...+ (nT_l—an—pgn—...—p(nl)n) Cn
= -1)S-&E-8G—... —&a=68.
Dabei ist S der gemeinsame Schwerpunkt der ¢; und der &; . O

In der Implementierung der Methoden wurden immer diese beiden Zeilen ge-
strichen.

7.3.2 Vergleich

In diesem Unterabschnitt sollen die oben genannten Methoden verglichen wer-
den. Zu Beginn haben wir dafiir mit Instanzen gerechnet, bei denen die Null-
stellen zufillig i. 1. d. gleichverteilt in [0, 1> waren. [Tabelle 7.1|gibt an, wie grof
die Stichproben fiir jedes n waren. Fiir n = 5 wurden also zum Beispiel 50’000
Mal Nullstellen generiert und jeweils mit jeder der genannten Methoden eine
Zuordnung berechnet. Die Ergebnisse wurden dann gemittelt und sind in den
Tabellen dargestellt.

Die Daten in [Tabelle 7.2l und [Tabelle 7.3| zeigen, dass QP_max nicht immer die
Losung mit der maximalen Norm ausgibt, fiir n = 20 hat CK_LP am hé&ufigsten
die groBte Norm (siehe [Tabelle 7.3). Die Norm der Lésung von ZP_LP ist im
Durchschnitt gréfler als die von QP_max. Jedoch hat ZP_LP nie die maximale
Norm. Dies konnte daran liegen, dass die Losung von ZP_LP immer zwischen
zwei anderen Losungen liegt. Auch in [Tabelle 7.5|ist der Wert bei ZP_LP im-
mer der groBite. (Bei diesen Betrachtungen wurden die Losungen mit anderen
Nebenbedingungen nicht beriicksichtigt, also die Losungen von ZP, CK, MM_max
und MM_min.)

Beim Betrachten der Kosten féllt besonders die Methode CK_abst
auf — hier sind die Kosten immer die geringsten (von den Methoden, die in der
Summe aller Zuordnungseintréige n — 1 haben, also aufler MM_min und MM_max).
Sonst unterscheiden sich die Kosten kaum. Selbst die Methode ZP, die ebenfalls
die Abstidnde als Kostenvektor hat (dafiir andere Nebenbedingungen), erzeugt
fiir n = 20 eher Losungen mit hoheren Kosten als die anderen Methoden.

Bei der Betrachtung des Zeitbedarfs der Methoden (in fallt auf,
dass ab n = 10 der Bedarf der quadratischen Optimierungsroutinen hoher ist

als der aller anderen Methoden. Es fallen beim Zeitbedarf drei Kategorien von
Methoden auf:

e die quadratischen Optimierungsverfahren (QP_max, QP_min) mit expo-
nentiellem Wachstum,
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7 Zuordnungen

n___| 4] 5] 7]
Anzahl | 50 | 50 | 50 |

10 [ 15[ 20
10 2] 1
Tabelle 7.1: Anzahl der Iterationen in Tausend.

e die Methoden, die O(n?) lineare Optimierungsprobleme 15sen (diejenigen
mit LP und MM) und

e dic Methoden, die O(1) lineare Optimierungsprobleme losen (diejenigen
mit CK und ZP). Deren Laufzeit wird in noch einmal nédher
betrachtet und scheint polynomiell zu sein. (Die theoretische Laufzeit
des Simplexalgorithmus’ ist bekanntlich exponentiell.)

Die Zeiten wurden auf einem 8-Kern-Prozessor mit 2.84 GHz gemessen.

In erkennt man, dass es bei der Berechnung von MM_maxmin fiir
n = 4,5,7 ein paar Probleme gibt, die fiir n = 10, 15,20 nicht aufzutreten
scheinen. Abgetragen ist hier der gerundete Wert von log,, |Ap — b|, wobei
Ap = b die Nebenbedingungen des linearen Optimierungsproblems sind.
Bei MM_max, MM_min, CK und ZP werden die Nebenbedingungen an die Losung
nicht gestellt, daher die starken Abweichungen. Bei CK sieht man, dass im
Normalfall die Bedingung nicht erfiillt ist.

Im Anhang [A 5] (siehe [Seite 86)) befinden sich Tabellen, in denen die verschie-
denen Methoden auf verschiedene Klassen zufélliger Polynome angewendet
wurden.

In sieht man, dass QP_max fiir Polynome mit gleichverteilten
Koeffizienten in [—1,1]* oder mit standardnormalverteilten Koeffizienten auf

Probleme sto8t. Dies sieht man auch in [Tabelle A.T11] in der negative Kosten
auftreten, was mit den Nebenbedingungen ausgeschlossen ist.

In ist zu sehen, dass auch fiir andere Klassen von zufélligen Poly-
nomen die Losungen der meisten Methoden &hnliche Kosten haben. Auch hier
weichen, wie schon in nur MM_max, MM_min und CK_abst von dieser
RegelméBigkeit ab.

Wie auch in [Tabelle 7.5 wird in deutlich, dass bei den grofiten
Eintrégen in P ZP_LP die hochsten Werte hat (abgesehen von MM_max und ZP).
Dies lasst sich dadurch erkléaren, dass die Losung von ZP nur neun Eintrage
mit einer 1 hat und hier der Wert dieser Eintrdgen in (LZP)) maximiert wird.
Diese Methode versucht also moglichst viel Gewicht in diese neun Eintriage
zu bringen. Damit ist ZP_LP recht erfolgreich im Berechnen von Paaren durch
Konvex-Kombinationen.

Zur Visualisierung der Zuordnungen sind in Anhang [A.6| (siche Zu-
ordnungen durch die oben diskutierten Methoden an einem Beispielpolynom
dargestellt. Hier kann man sich die Unterschiede der Methoden noch einmal
vor Augen fiihren.
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| n | 4] 5] 7] 10[ 15] 20

QP_max 1.22 1 1.46 | 1.89 | 2.46 | 3.22 | 3.78
QP_min 1.18 [ 1.34 | 1.60 | 1.92 | 2.34 | 2.69
LP 1.23 | 1.47 | 1.87 | 2.35 | 2.97 | 3.46
LP_max 1.23 [ 1.48 | 1.91 | 247 | 3.22 | 3.85
LP_nah 1.23 | 1.47 1190 | 2.44 | 3.18 | 3.81
MM_max 1.33 | 1.67 | 2.32 | 3.22 | 4.60 | 5.95
MM_min 1.08 | 1.16 | 1.30 | 1.48 | 1.71 | 1.88
MM_minmax | 1.21 | 1.41 | 1.76 | 2.19 | 2.77 | 3.27
MM_maxmin | 1.22 | 1.45 | 1.84 | 2.33 | 2.98 | 3.51
MM_LPmin | 1.23 | 1.47 | 1.91 | 2.45 | 3.14 | 3.69
MM_LPmax | 1.18 | 1.35 | 1.64 | 2.01 | 2.51 | 2.92
CK 1.19 | 1.37 | 1.69 | 2.11 | 2.70 | 3.21
CK_LP 1.23 | 1.47|1.90 | 245 | 3.22 | 3.87
CK_rezpr | 1.23|1.46 | 189|244 | 3.21 | 3.85
CK_abst 1.21 | 1.42 | 1.77 | 2.22 | 2.81 | 3.30
ZP_LP 1.23 | 1.47 | 1.91 | 2.47 | 3.25 | 3.91
ZP 1.73 | 2.00 | 2.45 | 3.00 | 3.74 | 4.36

Tabelle 7.2: Die Norm |P|, der Losungen P.

| n | 4] 5] 7]10[15]20]
QP_max 48 126 124 35|17 | O
LP 47120 0] O O] O
LP_max 5133126 15| 9] 6
LP_nah O}11 13| 8| 5| 2
MM_minmax | O 6 (16| 5| 0| O
MM_maxmin | O| O] O O O O
MM_LPmin O 1| 5] 61013
MM_LPmax 0] 1 11 0] 0] O
CK_LP 0| 214130 | 58|78
CK_rezpr O 0 O 0 O O
CK_abst O 0 0} 0] O] O
ZP_LP O 0 0] 0] O] O

Tabelle 7.3: Prozentualer Anteil der Losungen mit maximaler Norm.

n | 10| 20]3
Zeit | 0.02 | 0.04 | 0.

el =]
| Ot
ol o

| 70 | 100 | 200
| 14| 6125

Tabelle 7.4: Zeiten der Methode ZP in Sekunden.
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| n | 4] 5] 7] 10] 15] 20
QP_max 0.62 [ 0.66 | 0.72 | 0.78 | 0.83 | 0.84
QP_min 0.59 | 0.58 | 0.56 | 0.54 | 0.52 | 0.51
LP 0.63 [ 0.66 | 0.71 | 0.73 [ 0.75 | 0.75
LP_max 0.63 | 0.67 | 0.73 | 0.79 | 0.84 | 0.86
LP_nah 0.63 | 0.67 | 0.72 | 0.77 | 0.82 | 0.85
MM_max 0.65 [ 0.70 [ 0.79 | 0.86 [ 0.91 | 0.93
MM_min 0.57 | 0.55 | 0.48 | 0.40 | 0.33 | 0.29
MM_minmax | 0.62 | 0.63 | 0.65 | 0.67 | 0.68 | 0.69
MM_maxmin | 0.62 | 0.65 | 0.69 | 0.72 | 0.74 | 0.75
MM_LPmin | 0.63 | 0.67 | 0.73 | 0.77 | 0.80 | 0.80
MM_LPmax | 0.59 | 0.58 | 0.58 | 0.58 | 0.58 | 0.58
CK 0.60 [ 0.61 | 0.63 | 0.65 | 0.67 | 0.69
CK_LP 0.63 | 0.66 | 0.72 | 0.78 | 0.83 | 0.87
CK_rezpr |0.62 | 0.66 | 0.71 | 0.77 | 0.82 | 0.86
CK_abst | 0.61 | 0.63 | 0.66 | 0.68 | 0.69 | 0.70
ZP_LP 0.63 [ 0.67 [ 0.74 | 0.80 | 0.85 | 0.89
ZP 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00

Tabelle 7.5: Durchschnittlicher Wert der gréfiten n-1 Eintridge der Losung P.

[n | 4] 5] 7] 10] 15] 20|
QP_max 0.97 [ 1.46 [ 247 [3.99 | 6.52] 9.13
QP_min 0.97 | 1.46 | 247 | 3.99 | 6.54 | 9.12
LP 0.96 [ 1.46 [ 247 [ 3.99 | 6.53 ] 9.13
LP_max 0.96 | 1.46 | 2.47 | 3.99 | 6.52 | 9.13
LP_nah 0.96 | 1.46 | 247 | 3.99 | 6.51 | 9.11
MM_max 1.19 | 2.09 | 4.44 [ 9.24 | 20.53 | 36.15
MM_min 0.74 [0.92 | 1.22 | 1.62 | 2.19 | 2.65
MM_minmax | 0.96 | 1.46 | 2.47 | 4.00 | 6.54 | 9.11
MM_maxmin | 0.96 | 1.46 | 2.47 | 3.99 | 6.53 | 9.11
MM_LPmin | 0.96 | 1.46 | 2.47 | 4.00 | 6.53 | 9.12
MM_LPmax | 0.97 | 1.46 | 2.47 [ 3.99 | 6.54 | 9.11
CK 0.97 [ 1.46 [ 247 [ 4.00 | 6.53] 9.12
CK_LP 0.96 | 1.45 | 247 | 3.99 | 6.52 | 9.12
CK_rezpr | 0.96 | 1.45 | 2.47 | 4.00 | 6.52 | 9.12
CK_abst | 0.93|1.36 | 220|343 | 544 | 747
ZP_LP 0.96 | 1.46 [ 247 | 3.99 | 6.53] 9.13
zp 0.89 | 1.43 | 246 | 3.99 | 6.51 | 9.13

Tabelle 7.6: Die Kosten mit Zuordnungsstirke mal euklidischem Abstand.
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| n | 4] 5] 7[10] 15] 20|
QP_max -15 | -15|-12 | -15 | -14 | -14
QP_min -15 | -15 | -12 | -14 | -14 | -14
LP -12 | -15 | -12 | -15 | -15 | -15
LP_max -12 | -15 | -15 | -15 | -15 | -15
LP_nah -12 | -15 | -15 | -15 | -15 | -15
MM_max 0 0 0 0 1 1
MM_min 0 0 0 0 0 0
MM_minmax | -13 | -11 | -12 | -15 | -15 | -15
MM_maxmin | -6 | -7 | -7 |-15]-15|-15
MM_LPmin | -12 | -15|-15|-15 1 -15 | -15
MM_LPmax | -15|-11|-15|-151-15 | -15
CK -1 -1 -1 0 0 0
CK_LP -12 | -15 | -15 | -15 | -15 | -15
CK_rezpr |-12|-15|-15|-15|-15|-15
CK_abst -15 | -15|-15 | -15 | -15| -15
ZP_LP -12 | -15 | -15 | -15 | -15 | -15
ZP 0 0 0 0 0 0

Tabelle 7.7: Die Logarithmen zur Basis 10 der Genauigkeit der Nebenbedingun-

gen.
| n 4 [ 5 [ 7 J1o J15 | 20

QP_max 0.02| 0.04 ] 023]| 3.16 | 31.58 | 276.17
QP_min 0.02 | 0.05| 0.25| 2.44 | 20.79 | 254.57
LP 0.05| 0.1 0.19 | 0.57 | 1.53 6.16
LP_max 013 026 | 055| 1.72 | 5.02| 21.43
LP_nah 0.03 | 0.06 | 0.1 0.27 | 0.72 2.83
MM_max 0.05| 0.09| 019| 0.56 | 1.53 5.9
MM_min 0.05| 0.09| 0.18| 0.54 | 1.43 5.52
MM_minmax | 0.1 0.2 039 1.2 3.27 | 12.78
MM_maxmin | 0.1 019 | 036 | 1.11| 297 | 11.45
MM_LPmin 0.05| 0.1 0.18 | 0.55| 1.44 5.53
MM_LPmax 0.05| 0.1 0.19 | 0.57 | 1.53 5.91
CK 0.01| 0.01} 0.01] 0.02] 0.02 0.04
CK_LP 0.01| 0.01] 0.01] 0.02] 0.03 0.06
CK_rezpr 0.01 | 0.01| 0.01] 0.02| 0.03 0.06
CK_abst 0.01| 0.01] 0.01] 0.02] 0.03 0.05
ZP_LP 0.01| 0.02] 0.02] 0.03] 0.03 0.07
ZpP 0.01| 0.01] 0.01] 0.02] 0.02 0.04

Tabelle 7.8: Zeitbedarf der Methoden in Sekunden.
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8 Zusammenfassung und weitere
Fragestellungen

8.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde das Verhéltnis von Nullstellen eines Polynoms zu dessen
kritischen Punkten untersucht. Wir haben uns in [Abschnitt 2.5| (ab [Seite 16))
mit einer Formel befasst, mit der man aus den Nullstellen {iber die Eigenwer-
te einer Matrix die kritischen Punkte ausrechnen kann. Dies geschieht, ohne
aus den Nullstellen die Koeffizienten des Polynoms zu berechnen, was nume-
risch instabil wére. Mit dieser Eigenwertformel lassen sich diese numerischen
Instabilitdten umgehen.

Nullstellen von zufélligen Polynomen liegen oft in der Ndhe des Einheitskreises,
wenn die Koeffizienten zufillig aus [—1,1] oder {£1} gew#hlt werden (siehe
[Kapitel 3| auf [Seite 22|

Wir haben uns in [Abschnitt 4.1] (siehe [Seite 31]) angeschaut, wie sich die kriti-

schen Punkte und auch die Nullstellen der zweiten Ableitung bewegen, wenn
man eine der Nullstellen bewegt. Dies wurde in einzelnen Bildern und in ani-
mierten gif-Dateien visualisiert.

Hat ein Polynom nur reelle Nullstellen, so vermuten wir die kritischen Punkte
in gewissen Intervallen. Diese sind abhéngig von der Reihenfolge der kritischen
Punkte auf der reellen Achse. Den j-kleinsten kritischen Punkt erwarten wir
im Abschnitt [ﬁ , J]?] auf der Strecke zwischen z; und x4y, wenn der
kritische Punkt zwischen x; und x;1; liegt. Siehe dazum in ab
Seite 38

Aus den Konvex-Kombinationen, die in einem Beweis des Satzes von Gauf-
Lucas auftreten, haben wir in [Kapitel 5| (ab [Seite 43]) Cesaro-Mengen definiert.
Vermutlich gibt es genau eine Cesaro-Menge mit unendlicher Fléche, wenn der
Schwerpunkt der Nullstellen in dieser Cesaro-Menge liegt. Weiterhin erzeugen
vermutlich die Cesaro-Mengen der Nullstellen und kritischen Punkte fiir jedes
Polynom eine Partition von C.

Auflerdem haben wir in [Abschnitt 6.1] (ab [Seite 49)) gewisse ableitungsédhnliche
Funktionen untersucht. Hier weist der Abstand der Schwerpunkte von den
Nullstellen des Polynoms und von den Nullstellen der ableitungséhnlichen
Funktion bei manchen Funktionen die bemerkenswerte Besonderheit auf, dass
er fiir alle Polynome konstant ist.
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Wir haben beobachtet, dass oft jeweils eine Nullstelle und ein kritischer Punkt
als Paar auftreten. Wir haben daraufhin in [Kapitel 7| (ab [Seite 55)) Zuordnun-
gen zwischen diesen gesucht. Dafiir haben wir verschiedene Ansitze betrach-
tet.

Zum Einen haben wir aufgrund des Satzes von Gauf3-Lucas nach Konvex-Kom-
binationen gesucht. Eine ist durch den Beweis von Cesaro gegeben, fiir weitere
haben wir angenommen, dass alle Nullstellen in die Konvex-Kombinationen
gleich eingehen. Mit quadratischer Optimierung haben wir die Summe der Qua-
drate der Konvex-Kombinations-Koeffizienten maximiert, um moglichst starke
Zuordnungen zwischen Paaren zu erreichen. Die Zielfunktion dieses Optimie-
rungsproblems als quadratisches Minimierungsproblem ist konkav, also gibt es
nach der Theorie der quadratischen Optimierung im Allgemeinen mehrere glo-
bale Optima. Daher haben wir aulerdem lineare Optimierungsprobleme mit
verschiedenen Zielfunktionen gelést, um zu einer Losung mit moglichst hoher
Summe der Koeffizientenquadrate zu kommen.

Zum Anderen haben wir das Zuordnungsproblem zur Hilfe genommen, um
eine Zuordnung zwischen Nullstellen und kritischen Punkten zu finden. Diese
Ansétze haben wir an zufélligen Polynomen vergleichend analysiert. Dabei hat
die Losung, bei der Konvex-Kombinationen durch lineare Optimierung aus der
Losung eines Zuordnungsproblems gewonnen wurde, die hochste Summe der
Koeffizientenquadrate und damit die eindeutigste Einordnung in Paare.

8.2 Weitere Fragestellungen

Bei der Arbeit an diesen Themen sind Fragen aufgetaucht, die im Rahmen
dieser Arbeit nicht ausreichend beantwortet werden konnten. Eine Auflistung
solcher Probleme ist hier angegeben.

e Permutation der Nullstellen in der Eigenwertformel

In der Eigenwertformel (siehe kommt der ersten Nullstelle eine
besondere Rolle zu. Welche Nullstelle muss man an diese Stelle setzen, um
ein moglichst exaktes Ergebnis zu bekommen? Wie stark unterscheiden
sich die Ergebnisse unter verschiedenen Permutationen?

e Hiufigkeiten reeller Nullstellen bei Polynomen mit Koeffizienten in {+1}

Wie viele von den 2" Polynomen n-ten Grades mit Koeffizienten aus
{£1} haben k reelle Nullstellen? Fiir k¥ < 25 sind die Zahlen ab
zu finden. Nach welcher Formel entwickelt sich die Anzahl der reellen
Nullstellen? Bei welchem Grad ist der Anteil der Polynome mit k reellen
Nullstellen am grofiten? Wie entwickelt sich die durchschnittliche Anzahl
der reellen Nullstellen in Abhéngigkeit vom Grad n?
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Lage der Nullstellen von Polynomen mit zufélligen Koeffizienten

Wihlt man die Koeffizienten zuféllig i.1. d. mit Wahrscheinlichkeit p €
(0,1) gleichverteilt aus [—1,1] und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p gleich-
verteilt aus {1}, wie ist dann die typische Lage der Nullstellen? Wie
liegen die Nullstellen, wenn die Koeffizienten zufillig i.i. d. gleichverteilt
aus [—1, 1] x [—i,1] gewdhlt werden.

Eigenschaften der vorgestellten Spiele

Gibt es optimale Strategien fiir POLYNOKU und seine Varianten (ab
Seite 27)7 Was kann man aus der Theorie iiber Polynome fiir Strategien
herleiten? Was kann man vielleicht auch aus moglichen Strategien iiber
Polynome lernen? Sind die Chancen der Spieler wirklich ausgeglichen?

Umkehrung der Eigenwertformel

Kann man aus den kritischen Punkten und einer Nullstelle numerisch
stabil die restlichen Nullstellen berechnen (vgl. [Seite 36)? Wie sehen
entsprechende Darstellungen aus, bei denen ein kritischer Punkt bewegt
wurde und die Nullstellen mit dargestellt sind?

Lage der reellen kritischen Punkte

Lésst sich die [Vermutung 1| (siehe [Seite 38|) iiber die Lage von kriti-

schen Punkten bei Polynomen mit ausschliefllich reellen Nullstellen (sie-
he oben) beweisen? Kann man die Vermutung verbessern?

Polygon zum Satz von Gauf3-Lucas

Gibt es ein einfaches Polygon, das in jeder Nullstelle eine Ecke hat und
das alle kritischen Punkte enthélt (siehe |[Vermutung 2| auf [Seite 42))?
IKann man mit einem ComputerProgramm in verniinftiger Zeit ein Po-
lynom auf diese Eigenschaft iiberpriifen?

Fragen zu den Cesaro-Mengen

Wir haben Cesaro-Mengen definiert und vermuten, dass diese fiir jedes
Polynom eine Partition von C bilden (siehe [Abschnitt 5| auf [Seite 43)).
Gilt diese Vermutung? Kann man beweisen, dass der Grenzwert exis-
tiert, der der Definition der Cesaro-Mengen zu Grunde liegt? Sind die
Cesaro-Mengen der kritischen Punkte die Rénder der Cesaro-Mengen
der Nullstellen? Kann man dies nutzen, um die Berechnung von kriti-
schen Punkten zu verbessern? Stimmt die (siehe [Seite 45),
dass die Cesaro-Menge vom Schwerpunkt der Nullstellen die einzige ist,
die unendliche Flache hat?

74



8 Zusammenfassung und weitere Fragestellungen

e Ableitungsidhnliche Funktionen

Wie sehen weitere ableitungséhnliche Funktionen (siehe[Abschnitt 6.1]auf
Seite aus? Wie muss eine ableitungséhnliche Funktion beschaf-
fen sein, damit die kritischen Punkte in der konvexen Hiille der Nullstel-
len liegen? Warum haben die Schwerpunkte der beiden Nullstellenmen-
gen bei manchen ableitungsdhnlichen Funktionen konstante Absténde?
Trifft die (siehe zu, dass wenn man die Koeffizi-
enten erhoht, die Nullstellen in der konvexen Hiille der urspriinglichen
Nullstellen bleiben? Kann man die Aussage verstiarken?

e Nullstellen der Ableitungen gebrochen rationaler Funktionen

Betrachtet man F(z) = %, so hat die Ableitung F'(z) = f/(z)g(zézg)(z)g/(z)
die gleichen Nullstellen wie ihr Zahler (wenn sie nicht mit Nullstellen
von g zusammenfallen). Den Fall g(z) = z + « haben wir bei den ab-
leitungséhnlichen Funktionen in [Abschnitt 6.1| (ab [Seite 49) schon be-
trachtet. Wie hingen die Nullstellen von F’ mit den Nullstellen von F

zusammen und welche Rolle spielt g dabei?

e Integrationskonstanten

In [Abschnitt 6.2| (siehe [Seite 52|) haben wir uns damit beschéftigt, wie

die Nullstellen liegen, wenn die kritischen Punkte gegeben sind und man
das Absolutglied ¢y in der Stammfunktion festlegt. Kann man die Lage
der Nullstellen né&her eingrenzen? Kann man den Zusammenhang zu den
genannten Sdtzen von Walsh und Biernacki (siehe naher be-
nennen? Mit welchem Wert fiir ¢, ist die Flache der konvexen Hiille der
Nullstellen minimal?

e Gleichheit der Nullstellen in Bezug auf die kritischen Punkte

Lasst sich beweisen, dass es fiir jedes Polynom eine Konvex-Kombination
gibt, bei der die kritischen Punkte insgesamt zu gleichen Teilen aus den
Nullstellen kombiniert werden (siehe [Vermutung 6| auf [Seite 56))? Spezi-
alfall: Gilt diese Bedingung fiir alle Cesaro-Konvex-Kombinationen mit
ausschlielich reellen Nullstellen (siehe [Vermutung 7| auf [Vermutung 7))?

e Transponiertes Problem mit Pseudoinverser

Wir in [Unterabschnitt 7.1.2| (siehe haben das transponierte
Problem beschrieben, in dem die Nullstellen durch die kritischen Punkte
dargestellt werden. Gibt es Bedingungen, unter denen diese Betrachtun-
gen Sinn ergeben? Welche Eigenschaften haben die Pseudoinversen?

e Methodenvergleich

Welche der Methoden aus |Unterabschnitt 7.3.1| (siehe kann
man vernachlissigen? Gibt es weitere , natiirliche” Zuordnungs-Metho-
den? Kann man die quadratischen Optimierungsmethoden besser ein-
setzen? Warum sind die Zielfunktionskosten, nach Entfernung mal Zu-
ordnungskoeffizient, der meisten Methoden so _#hnlich (vgl m‘

5




8 Zusammenfassung und weitere Fragestellungen

ischnitt 7.3.2puf [Seite 67)7 Warum hat ZP_LP im Durchschnitt eine so

grofle Norm, jedoch in keiner Instanz die héchste Norm?

Weitere offene Probleme, die in dieser Arbeit bisher nicht angesprochen wur-

den:

Wie unterscheiden sich die Freiheitsgrade bei den Konvex-Kombinatio-
nen (insbesondere mit MM_max und MM_min) in Abhéngigkeit davon, ob
eine Nullstelle ¢; echt innerhalb der konvexen Hiille der anderen Null-
stellen liegt oder genau in einer Ecke?

Es gibt andere algebraisch abgeschlossene Korper (Korper, in denen ein
n-gradiges Polynom n Nullstellen hat). Welche der Aussagen fiir Poly-
nome in C kann man auf diese Kérper verallgemeinern?

Wie grof} ist iiblicherweise das Verhéltnis der Flachen der konvexen Hiillen
von Nullstellen und kritischen Punkten zueinander? Welche Parameter
beeinflussen es am starksten?

Polynome sind ein Spezialfall der Potenzreihen. Welche Aussagen lassen
sich auf Potenzreihen {ibertragen?
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A Anlagen

A.1 Tabellen zu Kapitel 3

In diesem Anhang sind Tabellen zu [Abschnitt 3.2| (siehe [Seite 25|) gegeben.
Fiir die Tabellen und wurde die Anzahl der reellen Nullstellen der

Polynome n-ten Grades betrachtet, die Koeffizienten +1 haben.

Anzahl ‘ 0 ‘ 2 ‘ 4 ‘ 6
n =2 4 4

n=4 12 20

n==~06 32 96

n==~8 116 380 16

n =10 408 1’512 128

n=12 1’432 6’000 760

n =14 5100 237744 3’916 8
n =16 18’416 93’628 19’020 8
n =18 67’372 368’684 87°844 388
n = 20 249608 | 1’447'560 397224 2’760
n =22 926692 | 5697572 | 1'743’932 | 20’412
n =24 | 3'481°264 | 22°374’364 | 7’582’272 | 116’532

Tabelle A.1: Die absolute Haufigkeit reeller Nullstellen fiir n = 2,4, ..., 20.

Anzahl | 1| 3 | 5 | 7
n=3 12 4

n=> 44 20

n="7 166 90

n=09 596 424 4

n=11 2252 1784 60

n=13 8224 7852 308

n=15 317668 32’194 1’674

n=17 | 118032 | 135324 8788

n=19 [ 455678 | 549044 43'760 94
n=21| 1718244 | 2269048 | 206784 [ 228
n=23[ 6657954 | 9149402 [ 965550 | 4’310
n =25 | 25’358'368 | 37'371°668 | 4'363'308 | 157520

7

Tabelle A.2: Die absolute Haufigkeit reeller Nullstellen fiir n = 3,5,...,19.
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A.2 Tabelle zu Abschnitt 4.2

Berechnet mit Intervalle.m.

n|[1]2[3[4]5]6]7[8] 9[10]11]12][13]14|15[ 16|17 18|19 20
3234

4023415

5(2|3[4]5]6

62|3[4(5|6]7

712345678

812|3[4|5|/6[7|8]9

912|3[4|5/6[7][8]|9]10

10([2]3|4[5[6|7[8]9]10|11

11 2(3[4|5[6[7[8|9]|10|11 |12

122345678 |9]10|11 12|13
132(3[4|5]|6|7|8|9[10|11 12|13 |14

4234|5678 9[10[11 12|13 |14|15
152(3[4|5[6|7|8|9]10|11|12|13 | 14|15 |16

16 |2 |3[4|5|6|7(8|9|10|11|12|13|14| 15|16 |17
1723|456 |7|8|9]10|11|12|13 | 14| 15|16 17|18

18|23 |4(5[6|7[8]9]10|11|12]13 |14 | 15|16 |17 |18 |19
192345678910 |11|12|13|14| 15|16 | 17|18 |19 |20
20|23 |45|6|7|8[9|10|11|12]13|14|15| 16|17 |18 |19 |20 |21

Tabelle A.3: Die Reziproken Werte der oberen Grenzen numerisch errechnet mit M = 10%. Gerundet auf 5 Nachkommastellen.
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A.3 Anhang zu Abschnitt 6.1

In diesem Abschnitt sind Abbildungen und Tabellen zu [Abschnitt 6.1 (auf
Seite 49) zu finden.

A.3.1 Abbildungen mit Beispielen ableitungsdhnlicher
Funktionen

Hier sind Abbildungen mit den Nullstellen eines Polynoms und den Nullstellen
der ableitungséhnlichen Funktionen dieses Polynoms zu sehen. Das Polynom
hat den Grad 25 und die Koeffizienten sind zufillig i.1. d. aus [—1, 1] gewé&hlt.
In Rot sind die Nullstellen des Polynoms und in Griin die Nullstellen der
Ableitung nach den verschiedenen Methoden aus Abschnitt 6.1 zu sehen. Der
Schwerpunkt der Nullstellen des Polynoms ist in Graurot eingezeichnet, in
Graugriin der Schwerpunkt der Nullstellen der Ableitungen. Wenn der graurote
Punkt nicht sichtbar ist, liegt der graugriine dariiber.

e
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e

Abbildung A.1: Nach Methode 1.

24.99
@) :

Abbildung A.2: Nach Methode 2. Der Ursprung in der Mitte unter dem Haufen
an Nullstellen.
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Abbildung A.4: Nach Methode 4.
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Abbildung A.6: Nach Methode 6 mit oo = 0.
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Abbildung A.7: Nach Methode 7 mit o = 0.

A.3.2 Tabellen mit dem Abstand der Schwerpunkte

In den folgenden Tabellen ist der durchschnittliche Abstand der Schwerpunk-
te der Nullstellen von f und der Nullstellen der ableitungsédhnlichen Funktion
dargestellt. Die Werte stammen aus jeweils 10’000 Polynomen mit zufilligen
Koeffizienten. In den Spalten ist die Methode abgetragen. In die Spalten, die
mit einem ,,max“ beschriftet sind, ist der Maximalwert der 10’000 Laufe ein-
getragen. Der Minimalwert der 10’000 Laufe war dann jeweils fast 0. Bei den

Methoden, die keine mit ,max“ beschriftete Spalte haben, trat nur der einge-
tragene Wert auf.
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Tabelle A.4: Abstinde der Schwerpunkte fiir Koeffizienten aus {£1}.

n 1) | 2) 3) 4)  max 5) 6)
31 0.167 | 10333 | 0.167 0.333 | 0.083 | 0.333
41 0.083 | 10.250 | 0.125 0.250 | 0.083 | 0.250
51 0.050 | 1]0.200| 0.101 0.200 | 0.075 | 0.200
6] 0.033 | 10.167 | 0.083 0.167 | 0.067 | 0.167
71 0.024 | 10.143 | 0.072 0.142 | 0.060 | 0.143
81 0.018 | 1]0.125] 0.063 0.125 | 0.054 | 0.125
91 0.014 | 11]0.111 | 0.055 0.111 | 0.049 | 0.111
10 |} 0.011 | 1] 0.100 | 0.049 0.100 | 0.044 | 0.100
15 | 0.005 | 1| 0.067 | 0.034 0.067 | 0.031 | 0.067
20 || 0.003 | 1| 0.050 | 0.025 0.050 | 0.024 | 0.050
25 0.002 | 1|0.040 | 0.020 0.040 | 0.019 | 0.040
30 |1 0.001 | 11]0.033|0.017 0.033 | 0.016 | 0.033

n 1) max | 2) 3) 4)  max 5) max 6) max
31 0.084 0.167 | 110.333|0.083 0.167 | 0.042 0.083 | 0.167 0.333
41 0.042 0.083 | 1|0.250 | 0.063 0.125 | 0.042 0.083 | 0.125 0.250
51 0.025 0.050 | 1{0.200 | 0.050 0.100 | 0.037 0.075 | 0.100 0.200
6 | 0.017 0.033 | 1] 0.167 | 0.041 0.083 | 0.034 0.067 | 0.084 0.167
71 0.012 0.024 | 1]0.143|0.036 0.071 | 0.030 0.060 | 0.071 0.143
81 0.009 0.018 | 11{0.125 | 0.031 0.062 | 0.027 0.054 | 0.062 0.125
91 0.007 0.014 | 1]0.111 | 0.028 0.056 | 0.024 0.049 | 0.056 0.111
10 || 0.006 0.011 | 1| 0.100 | 0.025 0.050 | 0.022 0.044 | 0.050 0.100
15 | 0.002 0.005 | 1| 0.067 | 0.017 0.033 | 0.015 0.031 | 0.033 0.067
20 || 0.001 0.003 | 1 |0.050 | 0.012 0.024 | 0.012 0.024 | 0.025 0.050
25 { 0.001 0.002 | 1 0.040 | 0.010 0.020 | 0.010 0.019 | 0.020 0.040
30 [ 0.001 0.001 | 1]0.033 | 0.008 0.017 | 0.008 0.016 | 0.017 0.033

Tabelle A.5: Abstinde der Schwerpunkte fiir Koeffizienten aus [0, 1].
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n 1) max | 2) 3) 4)  max 5) max 6) max
31 0.084 0.166 | 1 |0.333 | 0.167 0.333 | 0.042 0.083 | 0.167 0.333
41 0.042 0833 | 1]0.250 | 0.124 0.250 | 0.042 0.083 | 0.125 0.250
51 0.025 0.050 | 1 |0.200 | 0.100 0.200 | 0.037 0.075 | 0.099 0.200
6| 0.017 0.033 | 1]0.167|0.084 0.167 | 0.034 0.067 | 0.084 0.167
71 0.012 0.024 | 1]0.143 | 0.072 0.143 | 0.030 0.060 | 0.071 0.143
81 0.009 0.018 | 1 |0.125| 0.063 0.125 | 0.027 0.054 | 0.063 0.125
91 0.007 0.014 | 1]0.111 | 0.055 0.111 | 0.024 0.049 | 0.055 0.111
10 || 0.006 0.011 | 1| 0.100 | 0.050 0.100 | 0.022 0.044 | 0.050 0.100
15 || 0.002 0.005 | 1] 0.067 | 0.033 0.067 | 0.016 0.031 | 0.034 0.067
20 || 0.001 0.003 | 1 |0.050 | 0.025 0.050 | 0.012 0.024 | 0.025 0.050
25 ] 0.001 0.002 | 1 |0.040 | 0.020 0.040 | 0.010 0.019 | 0.020 0.040
30 |/ 0.001 0.001 | 1]0.033|0.017 0.033 |0.008 0.016 | 0.017 0.033
Tabelle A.6: Abstéande der Schwerpunkte fiir Koeffizienten aus [—1, 1].
n 1) max | 2) 3) 4)  max 5) max 6) max
310127 0.233| 1]0.333|0.197 0.369 | 0.064 0.117 | 0.254 0.467
41 0.064 0.117 | 1]0.250 | 0.148 0.279 | 0.064 0.117 | 0.190 0.352
51 0.038 0.070 | 1 |0.200 | 0.119 0.223 | 0.057 0.105 | 0.153 0.280
6| 0.025 0.047 | 1 ]0.167 | 0.098 0.186 | 0.051 0.094 | 0.127 0.234
71 0.018 0.033 | 1]0.143|0.084 0.159 | 0.045 0.083 | 0.109 0.200
81 0.014 0.025| 1]0.125|0.074 0.140 | 0.041 0.076 | 0.095 0.176
91 0.011 0.020 | 1]0.111 | 0.067 0.124 | 0.037 0.069 | 0.085 0.157
10 || 0.009 0.016 | 1| 0.100 | 0.060 0.111 | 0.034 0.063 | 0.077 0.141
15 || 0.004 0.007 | 1|0.067 | 0.040 0.074 | 0.024 0.044 | 0.051 0.094
20 || 0.002 0.004 | 1 |0.050 | 0.030 0.056 | 0.018 0.033 | 0.038 0.070
25 || 0.001 0.002 | 1 |0.040 | 0.024 0.044 | 0.015 0.027 | 0.031 0.056
30 || 0.001 0.002 | 1]0.033|0.020 0.037 | 0.012 0.023 | 0.025 0.047

Tabelle A.7: Abstéinde der Schwerpunkte fiir Koeffizienten aus [—1, 1] x [—i,1].

84



Anlagen

A.4 Bilder zu Abschnitt 6.2
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Nullstellen — rot, Nullstellen der Stammfunktionen — blau, Nullstellen der
Stammfunktion mit co = —f(S) — schwarz, Grad 10

Abbildung A.8: Oben: cq € [0,0.25]> Unten: ¢ € [—0.25, 0]
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A.5 Tabellen zu Abschnitt 7.3.2.

Um die Methoden miteinander vergleichen zu koénnen, sind hier fiir n = 10
Ergebnisse aus jeweils 10’000 Laufen fiir verschiedene zuféllige Polynome dar-
gestellt. Die Spalten sind in zwei Gruppen geteilt. Links in der Gruppe (;
wurden die Nullstellen zuféllig gewéhlt. Rechst in der Gruppe ¢; wurden die
Koeffizienten des Polynoms zufillig gewihlt. Weiter sind in den Spalten ange-
geben, nach welcher Verteilung die Zufallsgréfien gewéahlt wurden, wobei die
einzelnen Zufallsgrofien unabhéngig und identisch verteilt waren. Dabei steht
0, 1] fiir die Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1], wihrend [0,1]? fiir die
Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1] x [0, 7] steht. Dies gilt analog auch fiir
¢j aus [—1,1] und [—1,1]%. Weiter steht N fiir die Standardnormalverteilung
(mit Mittelwert 0 und Varianz 1) und N? heiit, dass sowohl der Realteil, als
auch der Imaginérteil standardnormalverteilt sind.

G ¢j
0,12 ][0,1] [N? [N 112 [ [, [N? [N

QP_max 3.16 | 1.74 | 3.52 | 1.96 3.87 3.62 3.93 | 3.36
QP_min 2.44 1.99 | 246 | 2.08 2.71 2.81 2.56 | 2.46
LP 0.57 | 051 0.56 | 0.5 0.54 0.53 0.55 | 0.51
LP_max 1.72 1.5 1.65 | 1.49 1.61 1.61 1.65 | 1.53
LP_nah 0.27 | 0.31| 0.23| 0.29 0.26 0.26 0.25 | 0.23
MM_max 0.56 | 049 | 0.53 | 0.49 0.51 0.52 0.53 | 0.5

MM_min 0.564 | 048 | 0.51 | 048 0.49 0.5 0.52 | 048
MM_minmax 1.2 1.18 | 1.13 | 1.14 1.11 1.18 1.15 | 1.11
MM_maxmin | 1.11 | 0.99 | 1.04 | 0.98 1 1.02 1.05 | 0.98
MM_LPmin 055 | 049 0.51 | 0.48 0.5 0.51 0.52 | 0.49
MM_LPmax 0.57 | 0.5 0.53 | 0.49 0.51 0.52 0.54 | 0.5

CK 0.02 | 0.01] 0.02| 0.01 0.02 0.02 0.02 | 0.02
CK_LP 0.02 | 0.02| 0.02| 0.02 0.02 0.02 0.02 | 0.02
CK_rezpr 0.02 | 0.02| 0.02| 0.02 0.02 0.02 0.02 | 0.02
CK_abst 0.02 | 0.02] 0.02| 0.02 0.02 0.02 0.02 | 0.02
ZP_LP 0.03 | 0.03 ] 0.03| 0.02 0.03 0.03 0.03 | 0.03
ZP 0.02 | 0.02] 0.02| 0.02 0.02 0.02 0.02 | 0.02

Tabelle A.8: Zeitbedarf der Methoden mit n = 10.
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G i
O IE[0.0 [N [N LI [[=Li [V [N
QP_max 2.46 | 2.51 | 2.49 | 2.54 | 26739.74 2.43 | 2.45 | 267.15
QP_min 1.92 | 1.73 | 1.98 | 1.76 1.73 1.70 | 1.79 1.77
LP 2.35| 240 | 2.38 | 2.43 2.26 2.26 | 2.28 2.29
LP_max 247 | 2.56 | 2.49 | 2.58 2.46 2.45 | 2.46 2.46
LP_nah 244 | 248 | 248 | 2.53 2.45 2.44 | 2.46 2.45
MM_max 3.22 1 391 | 3.23 | 3.96 3.40 3.44 | 3.36 3.39
MM_min 148 | 1.04 | 1.58 | 1.13 1.19 1.10 | 1.30 1.22
MM_minmax 219 | 2.16 | 2.23 | 2.22 2.03 1.98 | 2.08 2.04
MM_maxmin 2.33 | 2.39 | 2.36 | 2.41 2.29 2.30 | 2.31 2.32
MM_LPmin 2.45 | 2.41 | 247 | 2.43 2.43 2.41 | 2.44 2.42
MM_LPmax 2.01 | 2.04 | 2.06 | 2.06 1.89 1.86 | 1.93 1.90
CK 211 | 2.06 | 2.18 | 2.12 1.99 1.97 | 2.04 2.02
CK_LP 245 | 250 | 2.48 | 2.54 2.47 2.45 | 2.47 2.46
CK_rezpr 2.44 | 247 | 247 | 2.51 2.46 2.44 | 2.46 2.45
CK_abst 222 2.26 | 2.26 | 2.29 2.12 2.12 | 2.15 2.15
ZP_LP 2.47 1 2.60 | 2.50 | 2.61 2.48 2.47 | 2.48 2.47
VAY 3.00 | 3.00 | 3.00 | 3.00 3.00 3.00 | 3.00 3.00

Tabelle A.9: Normen |P|, der Losungen P mit n = 10.

G ¢j
0,1 ][0,1] [ N? [N | [-L,12 [ [-1,1] | N? [N
QP_max 35.0 | 11.2 | 35.1 | 12.0 37.6 32.6 | 384 | 33.3
QP_min 00| 00| 00| 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
LP 0.0 00| 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
LP_max 149 | 11.1 | 134 | 89 5.5 81| 51| 84
LP_nah 78 23 |11.8| 4.5 5.2 10.7 | 6.7 | 11.9
MM_minmax 541 00| 38| 0.0 2.1 3.7 25| 3.9
MM_maxmin 0.0 00| 00| 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
MM_LPmin 6.3 00| 66| 0.0 14.1 14.5 | 139 | 14.1
MM_LPmax 04 18| 03| 3.3 0.8 141 08| 17
CK_LP 30.2 1 0.01]29.0| 0.0 34.8 29.0 | 32.7 | 26.8
CK_rezpr 00| 73.6 | 00| 71.3 0.0 0.0 00| 0.0
CK_abst 00| 00| 00| 0.0 0.0 0.0] 0.0 0.0
ZP_LP 0.0} 00| 00| 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Tabelle A.10: Anteil der Losungen mit maximaler Norm mit n = 10.
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G <
0101 [NT [N CLIP L[ N? [N

QP_max 3.998 | 2.592 | 13.582 | 8.687 | -21367 | 9.425 | 10.591 | -55.035
QP_min 4.001 | 2.597 | 13.602 | 8.719 9.999 | 9.521 | 10.646 | 10.138
LP 3.998 | 2.586 | 13.577 | 8.686 9.951 | 9.450 | 10.611 | 10.098
LP_max 4.001 | 2.590 | 13.582 | 8.694 9.923 | 9.415 | 10.594 | 10.064
LP_nah 4.002 | 2.594 | 13.582 | 8.700 9.921 | 9.413 | 10.592 | 10.065
MM_max 9.247 | 7.449 | 31.191 | 25.487 | 27.486 | 26.462 | 28.600 | 27.341
MM_min 1.624 | 0.520 | 5.899 | 1.939 2.590 | 2.498 | 3.097 3.023
MM_minmax | 4.003 | 2.595 | 13.600 | 8.722 9.998 | 9.516 | 10.650 | 10.135
MM_maxmin | 3.999 | 2.597 | 13.577 | 8.726 9.911 | 9.430 | 10.580 | 10.057
MM_LPmin 4.001 | 2.595 | 13.587 | 8.697 9.915 | 9.411 | 10.580 | 10.045
MM_LPmax | 4.002 | 2.508 | 13.613 | 8.714 | 9.997 | 9.549 | 10.652 | 10.151
CK 4.001 | 2.591 | 13.587 | 8.694 9.956 | 9.491 | 10.613 | 10.120
CK_LP 4.001 | 2595 | 13578 | 8703 | 9.918 | 9.408 | 10.584 | 10.051
CK_rezpr 4.001 | 2.594 | 13.582 | 8.703 9.918 | 9.402 | 10.582 | 10.047
CK_abst 3.438 | 1.820 | 11.691 | 6.081 8.622 | 8.028 | 9.228 8.663
ZP_LP 4.002 | 2.594 | 13.579 | 8.703 9.927 | 9.412 | 10.603 | 10.067
YA 4.001 | 2.598 | 13.562 | 8.704 9.970 | 9.355 | 10.599 9.997

Tabelle A.11: Kosten der Losung nach euklidischem Abstand mit n = 10.

G ¢

0,17 [ [0,1] | N* [N | [-1,1)7 | [-1,1] [ N? | NV
QP_max -15 -15 | -14 | -15 -8 -5 -10 | -7
QP_min 14| -14 | -14 | -14 -14 -14 | -14 | -14
LP -15 -15 | -15 | -15 -15 -15 | -15 | -15
LP_max -15 -15 | -15 | -15 -15 -15 | -15 | -15
LP_nah -15 -15 | -15 | -15 -15 -15 | -15 | -15
MM_max 0 0 0 0 0 0 0 0
MM_min 0 0 0 0 0 0 0 0
MM_minmax -15 -15 | -15 | -15 -15 -10 | -15 | -15
MM_maxmin -15 -6 | -15 | -15 -15 -15 | -10 | -15
MM_LPmin -15 -15 | -15 | -15 -15 -15 | -15 | -15
MM_LPmax -15 -15 | -15 | -15 -15 -15 | -15 | -15
CK 0| -11 0] -12 0 0 0 0
CK_LP -15 -15 | -15 | -15 -15 -15 | -15 | -15
CK_rezpr -15 -15 | -15 | -15 -15 -15 | -15 | -15
CK_abst -15 -15 | -15 | -15 -15 -15 | -15 | -15
ZP_LP -15 -15 | -15 | -15 -15 -15 | -15 | -15
ZP 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabelle A.12: Logarithmische Genauigkeit der Losungen mit n = 10.
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Gi i
012 [[0,1] [N? [N |[FLIP LI [N? [N
QP_max 0.78 | 0.80 | 0.80 | 0.81 | 5340.46 0.77 1 0.78 | 53.29
QP_min 0.54 | 0.43 | 0.57 | 0.44 0.46 0.450.49 | 048
LP 0.74 | 0.75 | 0.75 | 0.76 0.70 0.70 | 0.71 | 0.71
LP_max 0.79 | 0.82 | 0.80 | 0.83 0.79 0.78 1 0.79 | 0.78
LP_nah 0.77 1 0.78 1 0.79 | 0.81 0.78 0.78 1 0.79 | 0.78
MM_max 0.86 | 0.90 | 0.87 | 0.90 0.86 0.85 1 0.86 | 0.85
MM_min 0.40 | 0.21 | 0.43 | 0.23 0.29 0.27 1 0.32 | 0.30
MM_minmax | 0.67 | 0.63 | 0.69 | 0.66 0.59 0.57 1 0.62 | 0.60
MM_maxmin | 0.72 | 0.73 | 0.73 | 0.75 0.70 0.70 | 0.71 | 0.71
MM_LPmin 0.77 | 0.74 |1 0.78 | 0.75 0.77 0.75 1 0.77 | 0.76
MM_LPmax 0.58 | 0.58 | 0.60 | 0.58 0.52 0.51 [ 0.54 | 0.53
CK 0.65 | 0.61 | 0.68 | 0.63 0.61 0.60 | 0.63 | 0.62
CK_LP 0.78 1 0.79 1 0.79 | 0.81 0.79 0.78 1 0.79 | 0.78
CK_rezpr 0.77 1 0.77 1 0.78 | 0.79 0.78 0.77 1079 | 0.77
CK_abst 0.68 | 0.68 | 0.70 | 0.69 0.63 0.63 | 0.65 | 0.65
ZP_LP 0.80 | 0.85|0.81 | 0.86 0.80 0.80 | 0.81 | 0.80
yAY 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00 1.00 1.00 | 1.00 | 1.00

Tabelle A.13: Durchschnitt der 9 grofiten Eintrige in der Losung P.
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A.6 Abbildungen zu Abschnitt 7.3.2.

Hier sind Zuordnungen iiber die verschiedenen Methoden am Beispiel eines Po-
lynoms vom Grad 12 zu sehen. Das Polynom wurde mit zuféllig gleichverteilten

Nullstellen in [0, 1]* generiert.
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Abbildung A.9: Zuordnungen iiber verschiedene Methoden bei einem Polynom
vom Grad 12.
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ist die imaginire Einheit mit 2 = —1.

ist der Imaginérteil von z = a + b mit (a + b)) = b fir
a,b e R.

ist der Imaginérteil von z = a + ib mit R(a + bi) = a fiir
a,beR.

ist die offene Kugel {z: |z — x| < r} um z mit Radius r.

ist die abgeschlossene Kugel {z : |z — x| < r} um x mit
Radius 7.
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ist die Vektornorm einer Matrix M € C™* mit den Ein-
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